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Академик  Д.  А.  Граве 
(1863—1939) 


Ьсі&псез 


АКАДЕМИК  ДМИТРИЙ  АЛЕКСАНДРОВИЧ  ГРАВЁ 

(1863—1939) 


Н.  Г.  Чеботарев 


19-го  декабря  1939  года  в  Киеве  скончался  Дмитрий  Александроввч 
Граве,  действительный  член  Украинской  Академии  наук,  почетный  член 
Академии  наук  СССР,  награжденный  орденом  Трудового  Красного  знамени. 
Его  смерть  является  большой  утратой  для  математического  мира,  так  как 
научная  жизнь  Д.  А.  Граве  оставила  глубокие  и  плодотворные  следы. 
Д.  А.  Граве  был  автором  многочисленных  ценнейших  исследований  в  раз- 
личных областях  математики,  большого  количества  книг  и  монографий,  на 
которых  было  воспитано  несколько  поколений  математиков;  он  был  созда- 
телем одной  из  крупнейших  в  Союзе  математических  школ,  представители 
которой  в  настоящее  время  являются  профессорами  математики  во  многих 
крупных  центрах  Союза  и  продолжают  научную  деятельность  в  духе  тра- 
диций школы  Д.  А.  Граве:  конкретность  и  четкость  в  постановке  пробле- 
мы доведения  их  решений  до  конца. 

Д.  А.  Граве  родился  в  1863  году  в  Петербурге.  Рано  лишившись  отца, 
он  со  школьной  скамьи  должен  был  собственным  трудом  содержать  себя 
и  свою  семью.  Поступив  в  1881  году  в  Петербургский  университет,  он 
окончил  его  в  1885  году,  после  чего  был  оставлен  при  университете  „для 
приготовления  к  профессорскому  званию",  согласно  тогдашней  официаль- 
ной терминологии.  Одновременно  он  состоял  преподавателем  Института 
Путей  Сообш.ения,  а  затем  Высших  женских  курсов  (Бестужевских).  О  пре- 
подавании в  этих  учебных  заведениях  у  него  сохранились  богатые  и  яркие 
воспоминания,  которыми  он  часто  делился  с  учениками.  Особенно  любил 
он  вспоминать  про  работу  в  путейском  институте,  где  у  него  сотрудником 
был  исключительно  талантливый  математик  В.  А.  Марков  (брат  академика), 
умерший  в  молодом  возрасте. 

26  лет  он  защитил  магистерскую  диссертацию  „Об  интегрировании 
частных  диференциальных  уравнений  первого  порядка",  а  34  лет  —  док- 
торскую „Об  основных  задачах  математической  теории  построения  геогра- 
фических карт".  Вскоре  после  этого  он  был  выбран  профессором  Харьков- 
ского университета.  Пробыв  в  Харькове  около  2  лет,  он  перешел  в  Киев- 
йСкий  университет  на  место  умершего  там  профессора  Покровского  и  в  Киеве 
.оставался  до  конца  своей  жизни,  если  не  считать  большого  перерыва, 

течение  которого  Д.  А.  лечился  за  границей  от  туберкулеза. 
^     В  1918  году  в  Киеве  была  основана  Украинская  Академия  наук,  в  ко- 
торую Д.  А.  был  привлечен,  как  лучший  математик  Украины,  в  качестве 
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одного  из  первых  действительных  членов.  Отдавая  научной  работе  массу 
времени  и  энергии,  Д.  А.  Граве  находил  время  и  для  общественной  ра- 
боты. Так,  в  1923  году  он  был  выбран  членом  Киевского  горсовета. 
В  1929  году  он  был  избран  почетным  членом  Академии  наук  СССР. 

В  1935  году  математический  мир  и  широкая  общественность  УССР  и 
СССР  организовали  торжественное  празднование  50-летнего  юбилея  его 
научно-педагогической  деятельности.  На  юбилей  в  Киев  съехались  почти 
вое  его  ученики  и  «внуки"  (ученики  учеников).  Правительство  СССР  на- 
градило его  по  случаю  юбилея  орденом  Трудового  Красного  знамени.  Д.  А. 
чувствовал  себя  на  юбилее  очень  бодро  и  строил  планы  о  написании 
17-томного  „Трактата  по  алгебраическому  анализу".  Смерть  помешала 
полному  осуцдествлению  этих  планов:  он  успел  написать  только  три 
тома. 

§  1.  Математическое  творчество  Дмитрия  Александровича  с  его  первых 
шагов  было  направлено  по  руслу  знаменитой  ^петербургской  школы*  ака- 
демика Пафнутия  Львовича  Чебышева,  находившейся  в  то  время  в  полном 
расцвете.  Непосредственное  же  влияние  на  его  первые  работы  имел  один 
ив  старейших  учеников  Чебышева  профессор  Александр  Николаевич  Кор- 
кйн,  в  семинаре  которого  Д.  А.  получил  первоначальный  толчок  к  резуль- 
татам своей  магистерской  диссертации  „Об  интегрировании  частных  дифе- 
ренциальных  уравнений  первого  порядка",  написанной  им  в  возрасте  26  лет. 
В  этой  диссертации  Д.  А.  1)  обобщил  так  называемый  второй  метод 
Якоби  (или  метод  Якоби-Майера)  на  случай,  когда  заданные  уравнения 
содержат  в  явном  виде  искомую  функцию  V;  2)  приложил  метод  Коркина 
к  решению  обобщенной  задачи  Коши:  интегрировать  замкнутую  систему 
из  ^  уравнений  так,  чтобы  искомая  функция  обращалась  при  частных  зна- 
ч^ениях  ^  из  переменных  в  произвольно  заданную  функцию  остальных;  при 
этом  ему  пришлось  существенно  изменить  изложение  метода  Коркина,  и 
ОБказалось,  что  метод  Майера  для  линейных  уравнений  и  новый  метод  Ли 
являются  частными  случаями  метода  Коркина;  3)  рассмотрел  уравнения 
задачи  трех  тел  и  решил  задачу,  поставленную  Коркиным,  о  нахождении 
всех  интегралов  этой  системы,  не  зависящих  от  закона  действия  сил.  Для 
этѳго  он  берет  эту  систему  в  твк  называемых  бертрановских  координатах 

ѵ^г^^^ +  ѵ,^ІІ+т^І+  с?,        .  -     +     +  СС„ 

^  =  .ѵ^+;;Г|4-^С,  Щ==х,^,+у,т^^^^г,^^^ 

кѳторые  связаны  завиеймеетью 

1Ю    г      V  8 
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д.  А.  Граве 

в  СТУДЕНЧЕСКИЕ  ГОДЫ. 


Уравнения  системы  принимащт  вид 

йи   2т   2ші  йсі^       г  ■ 

+  +  + 

где  а,  ,  р  —  коэфициенты,  зависящие  от  закона  действия  сил.  Таким 
образом,  если  V— искомый  интеграл,  то,  приравнивая  нулю  его  полную 
производную,  выраженную  при  помощи  этих  уравнений,  Д.  А.  получает 
неоднородную  линейную  функцию  от  а,  р.  Приравнивая  нулю  коэфи- 
циенты этой  функции,  он  получает  для  V  систему  из  четырех  частных 
уравнений.  Их  интегрирование  представляло  большие  трудности  в  омщ 
большого  количества  неизвестных  и  сложности  самих  уравнений.  Решив 
эту  задачу,  Д.  А,  выказал  в  полном  блеске  высоту  выкладочной  техники, 
которой  отличаются  все  его  лучшие  работы  и  которая  впоследствии  дала 
ему  возможность  решить  несколько  труднейших  проблем,  стоявших  на  оче- 
реди в  математике  той  эпохи. 

В  этой  работе  уже  в  полной  мере  выявились  математические  вкусы 
Д.  А.  к  конкретной  математике,  которая  не  удовлетворяется  доказатель- 
ствами существования,  а  всегда  ищет  алгорифмов  для  получения  решений 
на  самом  деле.  Такое  направление  было  вообще  характерно  для  петербург- 
ской^ школы,  представители  которой  любили  считать  себя  преемниками 
Эйлера.  ' 

§  2.  Докторская  диссертация  Д.  А.  Граве  «Об  основных  задачах  ма- 

•  тематической  теории  построения  географических  карт"  вышла  в  свет  лишь 
в  1896  г.,  т.  е.  через  семь  лет  после  магистерской.  Но  это  была  диссер- 

Ѵтация!  В  ней  был  решен  целый  ряд  фундаментальных  проблем  диферен- 
циальной  геометрии,   имеющих  приложение  к  черчению  карт.  В  числе 
^этих  проблем  содержатся  следующие: 

Й  I.  Нахождение  всех  эквивалентных  (т.  е.  сохраняющих  площади)  про- 
текций шара  на  плоскость,  которые  изображают  меридианы  и  параллели 
прямыми  или  окружностями.  Эта  задача  была  решена  Лагранжем  для  с/^^- 
чая  конформных  проекций.  Ее  практическое  значение  заключается  в  том, 
^  что  вычерчивать  для  карт  меридианы  и  параллели  в  виде  кривых,  отлич- 
г'ных  от  прямых  и  окружностей,  технически  весьма  сложно, 
ц  Д.  А.  решил  эту  задачу  двумя  (не  слишком  отличающимися  друг  от 
^  друга)  способами,  из  которых  второй  был  помещен  в  іоигпаі  де  таіігё- 

•  шаияиез  (5-я  серия,  т.  2,  1896).  Приведем  основную  идею  этого  способа 
I  и  результаты,  к  которым  пришел  Д.  А. 

':      Пусть  лг  =  ср(й,  ѵ),  з;  =  ф(м,  ѵ)  будут  координаты  проекции  точки 
'  («,  ѵ)  произвольной  поверхности  с  гауссовыми  координатами      ѵ  м  эле- 
ментом дуги 
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Условие  эквивалентности  проекции  запишется  в  форме 

(2)  Ъ.^±-^л^±^кVЁа^^ 

си  аѵ      оѵ  да 

где  К — постоянная.  Для  поверхности  вращения  можно  взять  уравнения 
в  форме  х  =  ^(и)  сов  ѵ,  у  =  ^  (и)  зіп  ѵ,  2=  и,  где  и  —  функция  широты, 
пока  произвольная,  а  ѵ  —  долгота.  Тогда 

(3)  г'=1 ^"=0.    0  =  [(р(а)Г, 
и  уравнение  (1)  примет  вид 

Меняя  функцию  и  широты,  можно  привести  это  уравнение  к  виду 

и  таким  образом  решать  задачу  не  для  шара,  а  для  произвольной  поверх- 
ности вращения,  форма  которой  не  отражается  на  искомом  решении. 

Д.  А.  расчленяет  задачу  на  две:  1)  изображение  меридианов  в  виде 
прямых,  2)  изображение  меридианов  в  виде  кругов. 

1)  В  первом  случае  пусть  2  будет  огибающая  меридианов  (случай  па- 
раллельных и  пересекающихся  в  одной  точке  меридианов  рассматривается 
особо).  Обозначая  через  а,  Ь  ее  координаты,  рассматриваемые  как  функции 
от     и  подчиненные  равенству 

здесь  мы  пользуемся  произволом  в  выборе  функции  ѵ,  но  зато  берем; 
условие  эквивалентности  в  форме 

(6)  ^ѵУа  —  ^иУѵ^^^ 

а  не  в  форме  (5)],  мы  можем  представить  координаты  точек  меридиана  так: 

(7)  х  =  а-\-да\  у=:=Ь-\-^Ь\ 

где  р  —  функция  от  у  \{  V. 

Легко  получить  равенство  р2}х  =  2й-|- где  \і.  и  ій)  —  функции  от  ѵ. 

Обозначая  через  х\  >'',...  производные  по  ѵ,  мы  должны  подчинить 
параллели  й  =  соп8і  диференциальному  уравнению  кругов 

(8)  Цх'х"  +у'/)  (лгу  —        —  (л:'2  -\-у''^)  (л:>"'  —  дг"'з/')  ==  0. 

Подставляя  значения  лг  и  3/  из  (7),  Д.  А.  после  сложных  выкладок,  упро- 
щаемых путем  остроумных  подстановок,  получает  все  возможные  формы 
проекций. 

2)  Во  втором  случае  Д.  А.  берет  уравнения  меридианов  на  карте 
в  форме 

(9)  л:  =  й; -[- р  С05  ср,    3/  =  ^ -[- р  зіп  ср, 

где  а,  Ь,  р  зависят  только  от  і;,  а  ср  —  от  й,  ѵ.  Без  труда  (при  помо- 
щи (5)]  получается  соотношение 

рл'  8ІП    —  ^Ь^  С05  ^  -[~  РР'Т  =  ^  Ч"  "^* 


Оняв>  пользуемся  уравнением  (8),  что  после  еще  более  трудных  выкла- 
док дает  все  возможные  формы  проекций. 

Я  считаю  уместным  привести  все  полученные  Д.  А.  типы  яраекций, 
где  функция  и  {ѵ)  взята  так,  чтобы  удовлетворялось  уравнение  (І): 

\  у  =  {аѵ-\-'^)\/^2Іги-{-і\ 


IV. 


V. 


ь 


Ь  ' 

§  С05  -  5ІП  ^  /Шй^/, 

§  8ІП  ^  -  С05  ЦіІ/ШГр. 


С05  ^^І^  5ІП  ^^І^  |/2^К  +  /, 


у=.Ь^т        +  со5 ]/'2ки  +  /. 
(  л:     ]/2Й^Г+7  ( 1  +  со5   ) , 

I  где  X  5ІП  (р  — іі  С05  ср  -[-  /гср  =  й  7. 
л:  ==  |/2Ій  +  /  ~  +  со5  (р  ) , 
^^•.)з;  =  і/Ш+7(|  +  8Іпср), 


I  где  X  5ІП  ср  —  |і  со$  ср  4-  ^'^  =  ^  + 

I     

(где  р^\/2кѵ  +  1,  Л=:/4Лу  —  (р2-|-Л^  — ;?)2. 


XI. 


.где  р=Ѵ2ка  +  1,  Д  =  / 4Л2р2  —  (р2 -|- Л2  — /^2)2  . 


Эта  работа  произвела  громадное  впечатление.  Один  из  крупнейших 
математиков  той  эпохи  Эрмит  (СЬ.  Негшііе)  написал  Д.  А.:  „іе  ѵоиз 
іёіісііе  аи  роіпі  (1е  ѵие  аІ^ёЬгізіе",  имея  в  виду,  конечно,  проявленное 
Д.  А.  необычайное  искусство  в  алгебраических  выкладках. 

II.  Вторая  решенная  в  диссертации  Д.  А.  задача  имеет  еще  большее 
принципиальное  значение  для  математиков.  Это  —  решение  задачи  на  экс- 
тремум нового  типа,  предложенной  П.  Л.  Чебышевым  в  следующей  фор- 
мулировке: 

«Окончательное  решение  о  наивыгоднейшей  проекции  карт  очень 
просто:  наивыгоднейшая  проекция  для  изображения  какой-нибудь  части 
земной  поверхности  на  карте  есть  та,  в  которой  на  границе  изображения 
масштаб  сохраняет  одну  и  ту  же  величину,  легко  определяемую  по  при- 
нятой, нормальной  величине  масштаба».  (Сочинения  П.  Л.  Чебышева,  т.  I, 
стр.  242,  Петербург  1899). 

Д.  А.  доказал  это  утверждение,  приведенное  Чебышевым  без  доказа- 
тельства. Впоследствии  он  распространил  свое  доказательство  на  произ- 
вольные поверхности,  имеющие  гауссову  кривизну  постоянного  знака.  В  то 
же  время  самое  доказательство  сильно  упростилось.  Оно  опубликовано 
в  іоигпаі  Шг  сііе  геіпе  ипсі  ап§е\ѵап(і1е  МаШешаШс,  т.  140  (1911).  Его 
идея  заключается  в  следующем.  Представим  линейный  элемент  заданной 
поверхности  в  изотермических  координатах:  сіз^  ==\^  (сІи'^ -\- сіѵ^). 

Тогда  всякая  конформная  (а  о  таких  только  и  идет  речь)  проекция 
поверхности  на  плоскость  (х,  у)  выразится  формулой 


мы  получим  \п  т==  Н —  1п  X. 

Я,  будучи  вещественной  частью  от  аналитической  функции  1п/'  (и~\~1ѵ), 
является  гармонической  функцией,  а  потому  в  силу  известной  теоремы  не 
принимает  во  внутренних  точках  областей  экстремальных  значений. 

Это  же  отчасти  имеет  место  и  для  функции  Н — ІпХ.  В  самом  деле, 
если,  например,  гауссова  кривизна  К  положительна  и  во  внутренней  точке 
Н — ІпХ  достигало  бы  максимума,  то  мы  имели  бы 


а  масштаб  —  формулой 


Отсюда,  вводя  обозначение 
Я=1п  |/(й  +  /^)  I 


I  =  1 1п/  (и  +  Іѵ)  +  і  1п/  (и  ^  іѵ), 


ЬЦИ—\п1) 


В2(Я->1пХ) 


складывая,  мы  получили  бы 


+ 
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д.  А.  Граве  в  1896  г. 


Но  из  гауссовой  іЬеогета  е^ге^іиш  легко  получается  формула 


V  ^і:;2  ) 


и  наше  неравенство  приобрело  бы  вид  Х^/Г^О,  что  противоречит  пред- 
положению. Аналогично  доказывается  в  случае  отрицательной  гауссовой 
кривизны  отсутствие  минимумов. 

Пусть  на  заданном  контуре  функция  Н — ІпХ  равна  нулю.  Тогда  при 
Л'^б  она  отрицательна  внутри  контура.  Требуется  доказать,  что  амплитуда, 
(т.  е.  разность  между  наибольшим  и  наименьшим  значениями)  функции 
// — іпХ  меньше,  чем  для  любой  другой  функции  типа  Яі-— ІпХ.  Если 
наибольшее  значение  последней  есть  Л,  то  функция  //д — \п\=Н-^ — Л— ІпХ 
имеет  ту  же  амплитуду  и  принимает  внутри  и  на  контуре  только  неположи- 
тельные значения.  Остается  доказать,  что  функция  —  1п  X  имеет  меньший 
минимум,  чем  Я— ІпХ.  Это  следует  из  того,  что  разность 

ІІ  Я—  1п  X  —  (Я2  —  1п  X)  =  Я—  Я2, 

будучи  гармонической  функцией  и  принимая  на  контуре  только  положи- 
тельные значения,  не  может  принимать  отрицательных  значений  и  внутри 
контура. 

Это  весьма  простое  рассуждение,  однако,  потребовало  для  своего  от- 
крытия немалого  промежутка  времени  (с  1856  по  1911  г.)  и  усилий  мно- 
гих лучших  представителей  чебышевской  школы. 

На  диспуте  один  из  оппонентов  Д.  А.,  академик  А,  А.  Марков,  ука- 
зал на  недостаточность  его  результата,  в  котором  отсутствовало  доказатель- 
ство существования  искомой  наилучшей  проекции.  Путь  к  этому  доказа- 
тельству был  намечен  впоследствии  профессором  Шварцем.  Но  попытки 
найти  этот  путь,  а  также  первоначальная  редакция  доказательства  потребо- 
вали от  Д.  А.  углубления  в  основы  общей  теории  функций  вещественного 
переменного  —  направление,  чуждое  чебышевской  школе. 

ІП.  В  той  же  диссертации  был  дан  новый  способ  решения  задачи 
Дирихле  для  алгебраических  контуров.  Этот  способ  основан  на  введении 
комплексных  переменных  и  на  формальных  преобразованиях.  Он  весьма 
практичен  для  тех  случаев,  в  которых  он  применим.  Кроме  того,  исходя 
из  задачи  Дирихле,  Д.  А.  предложил  новую  классификацию  алгебраиче- 
ских кривых,  которая  по  мнению  авторитетов  была  бы  достойна  подробной 
разработки. 

IV.  Наконец,  был  решен  большой  ряд  частных  задач  по  картографии, 
для  чего  тоже  потребовалось  немало  остроумия. 

Эта  диссертация,  воспроизведенная  по  частям  в  виде  статей,  ііомещен- 
ных  в  лучших  математических  журналах,  создала  Д.  А.  репутацию  круп- 
ного ученого. 

§  3.  Из  других  работ  этого  периода  (который  можно  назвать  петербургским 
периодом  деятельности  Д.  А.)  обращает  на  себя  внимание  его  работа  „Об 
основных  предложениях  теории  функций  двух  вещественных  переменных" 
(Харьков,  1898).  В  первой  ее  части  Д.  А.  развивает  теорию  „фигур  ша- 
^ітХ"-,  примыкающую  к  исследованиям  Минковского  по  теории  выпуклых 
тел.  Во  второй  части  Д.  А.  строит  особые   «полиэдральные"  функции, 
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обладающие  замечательными  свойствами.  Они  определяются  так.  Всяке 
число  х^О  может  быть  однозначно  представлено  в  виде  ряда 

00 

где  а^,  а^,  а^,  ... — целые  неотрицательные  числа,  причем  при  ь'^и 
а,<^п\  п  будем  предполагать  нечетным.  Если  в  ряде  а^,  а^,  ...  не  ветре! 

чается  нечетных  чисел,  положим  Ь.—  Ц  и  определим  функцию  §Дл:)  таіі 

00  . 

(1)  9(^)  =  «о4-Е5' 

где  п  =  2т  —  1 .  Если  же  й;^  —  первое  нечетное  число  этого  ряда,  г 
положим 

и  определим  функцию  ^(лг)  опять  рядом  (1).  Функция  §  (х)  —  неубывак] 
щая  и  непрерывная.  Она  принимает  значение 

ѵ  =  >  — г    в  точке    л:==  >  —  , 

/=1  /=1 

если  существует  бесконечно  много  чисел  Ь.'^О,  и  в  целом  интервал 

—  в  Противном  случае.  Д.  А.  называет  такие  интервалы  промежуткам 
неизменяемости  функции 

Если  в  ряде  а^^  а^,  ...  встречаются  нечетные  числа,  то  ^'(х)  =  С 
В  противном  случае  производной  не  существует. 

Особенно  интересно  вычисление  определенного  интеграла.  Чтобы  опре 
делить  функцию 


[х)  =  \^Ь{х)йх, 


Д.  А.  подсчитывает  сумму  длин  промежутков  неизменяемости,  умножаемы 
на  значения  ^  (лг)  в  этих  промежутках,  и  получает  для  случая  существовг 
ния  нечетных  а. 

«о,  1  *«и«Н:1)  " 

і=г\.  с=1  1—1  тЫ-\-і 

И  аналогичную  сумму  для  другого  Случая.  Таким  образом  за  несколькі 
лет  до  открытия  Лебега  он  пользуется  его  приемом  интегрирования.  Пр| 
этом  весьма  характерен  для  чебышевской  школы  путь,  по  которому  при* 
шел  Д.  А.  к  своему  результату:  не  вдаваясь  в  абстрактные  определеииі 
он  проводит  свои  методы  на  строго  конкретном  примере. 
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'^і  Однако  продолжение  пути  по  линии  обобщений  основных  понятий  ана- 
иза,  повидимому,  противоречило  математическим  вкусам  и  установкам 
1,.  А.  По  крайней  мере  Д.  А*  больше  не  писал  статей  в  этом  направле- 
ии.  Вообще  в  первые  годы  XX  в.  Д.  А.  почти  не  писал  статей.  Можно 
Іумать,  что  в  его  научной  деятельности  наступил  кризис.  Кроме  того, 
родолжительная  болезнь  (туберкулез)  и  долговременное  пребывание  в  за- 
раничных  санаториях  оторвали  его  от  тематики  первого  периода. 
'  §  4.  Второй  период  подъема  творческой  деятельности  Д.  А.  начи- 
с  ается  с  1908 — 1910  гг.,  когда  он  был  уже  профессором  Киевского  уни- 
ерситета.  Находясь  за  границей,  Д.  А.  увлекся  современным  направлением 
.  алгебре  и  теории  чисел  и  передал  это  увлечение  своим  многочисленным 
ченикам,  организовав,  таким  образом,  вокруг  себя  сильную  школу  моло- 
дых алгебраистов. 

(  Самостоятельные  работы  Д.  А.  в  этот  период  большей  частью  носят 
арактер  методических  упрощений;  они  частью  бывают  весьма  изящны^ 
10  не  имеют  принципиального  значения.  Этот  факт  легко  понять,  при- 
іимая  во  внимание,  что  Д.  А.  отдавал  всю  свою  энергию  и  весь  свой 
нтузиазм  на  создание  школы.  Из  этих  работ  следует  упомянуть:  весьма 
Іізящное  упрощение  основ  теории  Галуа,  резко  подчеркивающее  разли- 
Ііие  между  буквенными  и  численными  уравнениями  и  пользующееся 
іспомогательными  неопределенными  переменными;  упрощение  изложения 
існов  теории  идеалов  при  помощи  функционалов  (по  Веберу);  вывод 
;нака  у  гауссовой  суммы, 

Ф(2^  /г)=-  2^    "  , 

5Г=0 

^прощающий  и  без  того  наиболее  простой  вывод  Мертенса;  новое  тож- 
іество  в  теории  квадратичных  форм,  при  помощи  которого  легко  выво- 
[ится  существование  форм  апсерз,  и  много  других  работ. 
I    Особо    отметим    работу   „8иг  Іез  ё^иаіІоп5  сіи  сіпциіёте  (іе^гё  гёзо- 

^  иЫез  аІ^ёЬгіциешепІ,  циапсі  1е  ргосіиіі  ^ез  гасіпез  гезіе  агЬіігаіге"  (ВиІІ. 
іез  Зсіепсез  МаШётаіі^ие5,  2-я  серия,  т.  34,  1910).  В  ней  Д.  А.  получает 

'|ша  класса  уравнений  пятой  степени: 

і^:оторые  разрешимы  при  произвольном  значении  свободного  члена. 
^     К  этому  же  периоду   относится   написание  Д.  А.   большого  количе- 
ства курсов:  „Теория  групп",  „Элементарный  курс  теории  чисел",  „Эле- 
іенты  теории  эллиптических  функций",    „Основы   аналитической  геомет- 
ши",  „Энциклопедия  математики",  „Математика  страхового  дела",  „Эле- 
менты  высшей  алгебры"  и  др.  Эти   книги   пользовались  большой  попу- 
іярностью   среди   учащейся   молодежи,   так  как  они   всегда  отличались 
.(■[вежестью  и  новизной   материала,   живым  и  легким   изложением,   и,  что 
,^|амое  главное,  в  них  Д.  А.  умел  вложить  тот  энтузиазм,   которым  он 
^,|)бладал  в  высокой  степени.   Возьмем,  например,   его   „Теорию  чисел". 
^  І  ней  содержатся  основы  теории  групп,   алгебраических   чисел,  матриц, 
ірифметических  функций,  и  в  то  же  время  дается  классическая  теория 

а 


форм  и  непрерывных  дробей.  Все  эти  теории  преподнесены  так,  чт( 
читатель  получает  ясное  понятие  о  целях  как  классической,  так  и  со 
временной  теории  чисел.  А  вот  книга  совсем  другого  стиля:  „Энцикло 
педия  математики".  Она  имеет  целью  представить  в  живом  и  связно^ 
изложении  образованному  читателю,  не  занимающемуся  математикой 
цели  и  основные  методы  математического  исследования.  Трудно  пред; 
ставить  себе  столь  богатый  и  разнообразный  материал,  сконцентрирован; 
ный  в  сравнительно  небольшой  книжке  (601  стр.).  Здесь  читатель  можеі 
довольно  обстоятельно  познакомиться  и  с  аналитической  геометрией 
и  с  диференциальным  и  интегральным  исчислением,  и  с  теорией  чисел 
получить  понятие  о  невозможных  задачах  в  математике,  о  наименеі 
уклоняющихся  от  нуля  полиномах,  о  черчении  карт,  о  математическоі 
физике,  о  теории  вероятностей  и  об  устройстве  и  математических  прин 
ципах  рулетки  в  Монте-Карло  и  т.  д. 

Можно  без  особого  преувеличения  сказать,  что  книги  Д.  А.  воспи 
тали  и  привили  вкус  к  математике  большинству  современных  математи 
ков  Союза. 

§  5.  Так  как  главное  значение  второго  периода  деятельности  Д.  А 
состоит  в  создании  математической  школы,  то  я  считаю  уместным  оста 
новиться  на  этом  подробнее.  Создание  крупной  математической  школь 
в  дореволюционное  время,  притом  в  провинциальном  центре,  являете: 
исключительным,  почти  единичным  фактом  в  истории  русской  математи 
ки,  и  было  бы  весьма  ценно  детально  вскрыть  причины,  благоприят 
ствовавшие  ее  возникновению. 

Основное  отличие  отношения  Д.  А.  к  процессу  формирования  науч 
ного  работника  от  отношения  большинства  других  профессоров  состоял( 
в  том,  что  Д.  А.  приучал  молодежь  к  самостоятельной  исследовательской 
работе  с  самого  начала,  не  заботясь  об  эрудиции  ученика,  которая  при 
ходила  впоследствии  сама  собой.  В  связи  с  этим  он  относился  враж 
дебно  к  существованию  магистерских  экзаменов,  которые  по  еп 
мнению  отвлекали  молодых  ученых  от  исследовательской  деятельности 
и  всегда  советовал  своим  ученикам  не  уделять  им  слишком  много  времени 

В  выборе  темы  Д.  А.  проявлял  большую  смелость,  давая  ученика? 
большие  отделы  алгебры,  в  которых  они  сами  должны  были  искаті 
нерешенные  задачи.  При  этом  он  всегда  рекомендовал  сразу  брать  дл; 
разрешения  трудные  вопросы,  и  это  большей  частью  приводило  к  пре 
красным  результатам. 

Исключительно  велико  также  количество  студентов,  которых  Д.  Л 
ежегодно  оставлял  при  университете,  справедливо  считая,  что  отбо] 
научных  работников  должен  производиться  не  в  процессе  учебы,  а  і 
процессе  творческой  работы.  При  этом  ему^асто  приходилось  выдер 
живать  упорную  борьбу  в  университетском  совете,  отстаивая  свои: 
учеников,  которые  не  всегда  удовлетворяли  формальным  требованиям 
необходимым  для  оставления  их  при  университете.  Нередко  он  выслуши 
вал  от  своих  коллег  суждения,  что  он  „набирает  себе  учеников  с  улицы* 
Время  сыграло  в  его  пользу,  доказав,  что  из  этих  „подобранных  с  улицы' 
учеников  могут  выработаться  первоклассные  ученые. 

Наконец,  в  деле  организации  школы  решающую  роль  сыграло  созда 
ние  им  семинара,  где  Д.  А.  сумел  наладить  научную  работу  со  студен 
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I 

ами,  которые  докладывали  на  заседаниях  этого  семинара  самостоятель- 
ые  научные  исследования.  К  сожалению,  мне  не  пришлось  принимать 
частия  в  его  семинаре  в  самый  блестящий  период  его  деятельности — - 
1910 — 1911  гг.,  когда  были  выращены  Б.  Н.  Делоне,  Е.  И.  Жилин- 
кий,  А.  М.  Островский,  О.  Ю.  Шмидт  и  др. 

В  настоящее  время  большинство  его  учеников  являются  самостоятель- 
ыми  учеными  и  уже  имеют  собственных  учеников.  Попытаюсь  перечис- 
ить  основные  результаты,  добытые  его  школой  в  целом. 

По  теории  групп  (О.  Ю.  Шмидт  и  его  ученики)  —  первоклассная 
юнография  О.  Ю.  Шмидта;  принятое  во  всех  современных  курсах  его 
ростое  доказательство  теоремы  Ремака;  исследования  по  разрешимым 
Группам;  исследования  по  цепям  Жордана-Гельдера  для  бесконечных 
ірупп;  замечательная  «теорема  Кулакова"  о  /7-группах;  новые  соотноше- 
!ия  между  характерами  (А.  А.  Кулаков);  новые  критерии  разрешимости 
ірупп  (А.  П.  Дицман,  А.  А.  Кулаков,  В.  К.  Туркин,  С.  А.  Чунихин). 
і  По  диофантовому  анализу  —  решение  неопределенных  кубических 
'равнений  (Б.  И.  Делоне);  обобщение  его  методов  на  уравнения  высших 
тепеней  (В.  А.  Тартаковский,  Д.  К.  Фаддеев);  доказательство  теоремы 
I  всякое  невырождающееся  уравнение /(лгі, л:^^)  = /г,  где  / — форма 
|!-й  степени,  а  т  —  достаточное  большое  число,  всегда  имеет  решение, 
ели  имеют  решения  все  сравнения  /=^(шосІ  р^)^  где  р  —  простые  числа, 
I  5  сколь  угодно  велико"  (В.  А.  Тартаковский). 

I  По  геометрии  чисел  —  перечисление  всех  правильных  систем  в  че- 
Іырехмерном  пространстве  (Б.  Н.  Делоне). 

По  непрерывным  группам  —  доказательство  того,  что  всякую  группу 
ІІи  можно  представить  в  виде  группы  линейных  подстановок  (И.  Д.  Адо). 

По  теории  алгебраических  чисел  —  доказательство  существования  про- 
тых  чисел,  принадлежащих  к  заданному  классу  подстановок  (Н.  Г.  Че- 
ютарев);  доказательство  того,  что  индекс  поля  меньше  его  степени 
Е.  И.  Жилинский). 

По  теории  абстрактных  полей  — первое  доказательство  того,  что 
бсолютные  значения  и  р-адические  оценки  (Ве\ѵегіип§)  величин  поля 
івляются  единственными  возможными  их  оценками  (А.  М.  Островский). 

По  наименее  уклоняющимся  от  нуля  полиномам  —  нахождение  наи- 
внее уклоняющихся  от  нуля  полиномов  при  трех  фиксированных  коэ- 
рициентах  с  помощью  автоморфных  функций  (И.  И.  Ахиезер). 

По  интегральным  уравнениям  —  исследование  линейных  интегральных 
фавнений  типа  Фредгольма  с  так  называемым  осциллирующим  ядром 
М.  Г.  Крейн,  Ф.  Р.  Гантмахер). 

§  6.  Третий  период  деятельности  Д.  А.,  можно  считать,  начинается 
;скоре  после  революции.  Он  характеризуется  переключением  ее  на  ме- 
ханику и  вообще  прикладную  математику.  В  этих  областях  Д.  А.  раз- 
швает  поразительно  разностороннюю  творческую  работу.  Из  чисто  мате- 
іатических  работ,  близких  к  математической  физике,  в  первую  очередь 
іеобходимо  упомянуть  о  его  работе  «ОЬег  сііе  Ііпеагеп  ОіііегепІіаІ^ІеісЬип- 
^еп,  (ііе  іп  Ыт^  аи!  (ііе  Ііпеаге  ^еЬгосЬепе  Тгапзіогтаиопз^гирре  іпѵа- 
іапі  5іп(і«  (іоигпаі  Юг  гііе  геіпе  ип(і  ап^іл^апсііе  МаШешаіік,  т.  156,  1927), 
которой  Д.  А.  решил  весьма  общую  задачу  нахождения  линейных  ди- 
реренциальных  выражений,    инвариантных  относительно  преобразований 
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дробной  линейной,  группы.  Задача  решается  посредством  громадных  вьь  і 
кладок,   весьма  остроумно  расположенных.   Представляет  также  интересе  I 
его  небольшая  работа  „ОЬег  еіпе  ТзскеЬузсЬеЙзсЬе  Рга^е"  (Львов,  Збір^.  ^ 
Мат.-Прир.  Секціі   Наук.   Т-ва  ім.  Шевченка,    1927),  в  которой  Д.  А, 
предложил   изящный  алгорифм  для  решения  задачи  покрытия  шара  сет-.;^ 

кой.  Здесь  решение  уравнения  Д-^=  —  8Іп  а  приближенно  заменяется  ре-?!' 

шением  разностного  уравнения,  причем  последовательные  решения  по-| 
лучаются  одно  из  другого  при  помощи  формул,  выведенных  из  сфериче-І 
ской  тригонометрии.  \ 

Кроме  того,  Д.  А.  написал  несколько  работ  по  технической  механике;! 
по  небесной  механике,  где,  вводя  в  рассмотрение  электромагнитные  силы,'; 
он  дал  качественное  объяснение  неравенств  движения  перигелиев  планет,  1 
получив  для  них  величины,  пропорциональные  наблюдаемым;  по  магнит- 
ным возмущениям;  по  коррозии  металлов  и  т.  д.   Поразительна  разно-.' 
сторонняя  образованность  Д.   А.  в  областях,   смежных  с  математикой, 
и  свежесть  мысли,  которая  всегда  характеризует  его  работы. 

§  7.  В  последнее  время  Д.  А.  опять  возвратился  к  теории  чисел 
и  алгебре.  В  этот  период  он  часто  возвращается  к  темам,  которые  зани~, 
Мали  его  в  ранний  период  увлечения  теорией  чисел  и  алгеброй:  сюда? 
относятся,  например,  его  работы  по  основаниям  теории  Галуа  и  теории 
идеалов.  Интересны  его  работы  „Про  деякі  квадратичні  поля"  и  „Про 
прост!  числа  виду /?  =  4я-|- 3",  в  которых  Д.  А.  проделывает  колоссальные 
вычисления,  связанные  с  определением  числа  классов  квадратичных  полей. 

С  последним  периодом  жизни  Д.  А.  связано  также  составление  его: 
„Трактата  по  алгебраическому  анализу",  три  тома  которого  Д.  А.  успел, 
написать  до  смерти.  Это  сочинение,  содержащее  в  своих  первых  томах 
элементарный  материал,  ценно  тем,  что  вводит  читателя,  пользуясь  эле-; 
ментарными  средствами,  в  круг  современных  идей  по  алгебре,  содержащий 
в  то  же  время  много  важного,  но  полузабытого  материала,  которого 
не  найти  ни  в  каких  других  руководствах:  теорема  В.  Маркова,  много- 
угольник Ньютона  и  т.  д. 

Д.  А.  Граве  прожил  всего  76  лет,  до  конца  жизни  не  переставая 
работать  на  пользу  советской  науки.  Его  жизнь  будет  долго  служить 
примером  для  новых  поколений  советских  ученых. 
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о  НЕІЮТОРЫХ  ФОРМУЛАХ  КВАДРАТУР  П.  ЧЕБЫШЕВА 
||  И  А.  МАРКОВА. 

I  Н.  И.  Ахиезер  (Харьков)  и  М.  Г.  К  р  е  й  н  (Одесса). 

§  1.  В  работе  „8иг  Іев  яиасігаіигез"  ^)  П.  Чебышевым  была  поставлена 
ізадача,  ноторай  может  быть  сформулирована  так: 

В  интервале  {а,  Ь)  задана  функция  д  (х),  для  которой 

Нужно  подобрать  вещественное  число  К  и  точки  а.,  р.(/— 1,  2,  .  . . , 
/1—1)  внутри  интервала  (а,  Ь)  так,  чтобы  для  каждого  полинома 
Р  {х)  степени  ^  2/г  —  1  имело  место  равенство 

(1)  [У{х)д{х)ах  =  К^  {Р(а.)-Р(^.)}. 

1=1 

Для  решения  этой  задачи  П.  Чебышев  рассматривает  величины  * 

(2)  с^^\\^д[х)(іх    (^=1,  2,         2я— 1) 
и  полагает 

:(Э)    .хр      [I  ■ .  ■  +     1^1)1...:])  ^  1  +  ^  +  •  • . 

I    ^2П'-2  (^)  1 
•  •  •  ~Г     22л~1      "Г  •  •  • 

ІНеШлыше  исследование  приводит  тогда  к  такому  заключению:  если 
выполияетсй  формула  квадратур  (1),  то  рациональная  функция 

^{2)      (2  — аі)  (2г  — а2)  ...  (2  — а^_і) 

может  быть  разложена  по  убывающим  степеням  величины  г,  и  это  раз- 
ложение совпадает  при  1  =  К  вплоть  до  члена  ^^^=^3^  с  разложением  (3). 

Но  существование  подобной  рациональной  функции  -|  возможно 
только  тогда,  когда  К  удовлетворяет  некоторому  алгебраическому  урав- 

1)  іоигпаі  та1Ьёта^і^ие8  ригев  е1  арр1і^иёе8,  II  зёгіе,  т.  XIX  (1874), 
стр„  1^--34. 
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нению.  Это  уравнение,  которое  самим  Чебышевым  не  было  указано  в 
явной  форме,  имеет  вид 


(4) 


где  под  ^и(Ь)  понимается  детерминант 


(5) 


Если  к  найдено  из  уравнения  (4),  то,  согласно  Чебышеву,  остается 
Ф  (г) 

только  взять  за  -^-у—  (п — 1)-ю  подходящую  дробь  ассоциированной  (при 

2:  =:  к)  с  рядом  (3)  непрерывной  дроби;  этим  будут  определены  и  чис- 
ла а^,  Р^,  причем  «2»  •  •  •>  ^п-і  оказываются  нулями  полинома  Д^_і  (г;  К), 
а  нулями  полинома  ^„^1(2:;  — /С),  где 


(6) 


1,(1)  ..е 


1  г 


И  К — рассматриваемый  корень  уравнения  (4). 

Этот  метод  был  проиллюстрирован  Чебышевым  несколькими  приме- 
рами, однако  Чебышев  не  исследовал: 

1)  всегда  ли  уравнение  (4)  имеет  вещественные  корни; 

2)  соответствует  ли  какому-либо  вещественному  корню  К  этого  урав- 
нения подходящая  дробь  ^■-г\ ,  числитель  и  знаменатель  которой  суть  по- 

линомы  в  точности  (/г  —  1)-й  степени  (нужно  заметить,  что  для  одного 
из  рассматриваемых  К  некоторые  из  неполных  частных  непрерывной 
дроби  могут  быть  нелинейными); 

3)  будут  ли  нули  полиномов  ^(г)^  ф  (г)  для  рассматриваемого  К  про- 
стыми или  кратными  и  лежат  ли  они  в  интервале  (й,  Ь). 

Можно  на  простых  примерах  показать,  что  эти  вопросы  не  всегда 
имеют  положительное  решение  ^),  поэтому  возникает  вопрос,  каким  усло- 


виям должны  удовлетворять  числа  Сі,  с 
имела  место  формула  квадратур  (1). 


чтобы    для    д  [х) 


2)  Если  положить,  например,  д  {х)~  Ах -\' Вх^ -\- Сх^  и  определить  коэфи- 
циенты  А,  В,  С  из  условий  =  ^2—^3=^4  — О»  ^5  ~  —  ^  (беря,  скажем, 
д  =  — 1,        1),  то  после  нетрудных  вычислений  для  л=3  получим 

(і)  =        (  і  -  720 )  ,      (г,  I)  =  СОПЗІ  (г^  -  2^  4  ] 
и,  следовательно, 
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в  связи  с  этим  особое  значение  имеют  исследования  А.  Маркова  ^), 
который  показал,  что  для  большого  класса  функций  д  (х)  всегда  суще- 
ствуют формулы  квадратур  {\)(са^а.^Ь,  а^^^^Ь  п  вещественным  К), 
если  только  потребовать  их  выполнения  не  для  всех  полиномов  степени 
^2п  —  1,  а  только  для  всех  полиномов  ^{x)  степени  ^  2/г  —  2. 

У  А.  Маркова  число  искомых  величин  К,  а^,  а2,...,а„„і,  Рі,  р2'»»«' 
^п-і  единицу  больше  числа  заданных  величин  с-^^  с^,...,  ^2/г-2»  "^" 
этому  Марков  строит  не  одну,  а  бесконечное  множество  формул  квадра- 
тур вида  (1),  каждая  из  которых  соответствует  особому  значению  К 
(из  некоторого  множества). 

Все  формулы  Маркова  обладают  тем  свойством,  что 

а  ^  Рі  ^  «1  ^  р2  ^ •  •  •  ^  К-1     ^п^і  ^  ^' 

Мы  будем  говорить,  что  функция  д{х){а<^х<^Ь^—оо  ^а<^Ь  ^оо) 
допускает  формулу  квадратур  Маркова  порядка  2/г  — 2,  если  инте- 
гралы 

(  х'д(х)(іх    {і  =  0,  1,  2,...,  2/г  — 2;  с^г^^О) 

^  а 

существуют  и  имеются  такие  числа  а^^^^а^^, .  ,^^^__^^а^_^і^ 
г^Ъ,  1^0,  что  для  любого  полинома  Р^^_^(х)  степени  ^2я  — 2  вы- 
полняется равенство 

Мы  будем  говорить  далее,  что  функция  д  (х)  допускает  формулу 
квадратур  Чебышева  порядка  2/2     1 ,  если  имеет  смысл  также  ин- 
^  теграл 

Чп^\^  \  х'^^'^^  д  (х)  йх 

и  если  существуют  такие  числа        О,  а     ?^  ^    ^  °  * "  ^  п^^-і  Ь, 

что  для  всякого  полинома  р2п^іМ  степени  2п—\  выполняется 
соотношение  (1). 

В  этой  работе  мы  займемся  следующими  вопросами: 

А.  Каковы  необходимые  и  достаточные  условия  для  того,  чтобы  д  (х) 
( —  оо  <^  л:  <^  оо)  для  данного  /г,  соо  ветственно  для  всех  /г,  допускала  фор- 
мулу квадратур  Маркова;  и  если  эти  условия  выполнены  —  как  можно 
найти  все  формулы  Маркова? 

В.  Как  узнать,  существует  ли  между  формулами  Маркова  [если  д  (х) 
допускает  таковые]  хотя  бы  одна  формула  Чебышева  или  нет,  и  как  ее 
найти,  если  она  существует? 

Как  указано  в  формулировке  вопроса  А,  мы  рассматриваем  толь'<о  функ- 
ции д(х),  заданные  в  интервале  ( — оо  ,оо);  исследование  поставленных 


3)  А.  Марков,  Новые  приложения  непрерывных  дробей,  Записки  Акаде- 
мии наук  по  физико-математическому  отделению,  т.  ПІ,  №  5,  1893;  О  предель- 
ных величинах  интегралов  в  связи  с  интерполированием,  там  же,  т.  VI,  №  5, 
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вопросов  для  ісонечного  интервала  несколько  более  сложно,  однако  мо- 
жет быть  проведено  с  помощью  аналогичных  средств  ^). 

Результаты  настоящей  работы  были  изложены  нами  без  доказатель- 
ства в  одной  заметке  в  Сотріез  Непсіиз^). 

В  дальнейшем  мы  будем  опираться  на  нашу  работу  „Оаз  Мотепіеп- 
рго'Яеш  Ьеі  сіег  гизаігіісііеп  ВесИп^ип^  ѵоп  А.  Магкоіі"^);  для  краткости 
мы  будем  обозначать  эту  работу  через  М.  Р. 

§  2.  Теорема  1.  Если  форма 

т 

положительно  определенная  и  з^,^^^^—  любое  вещественное  число,  то 
существуют  неотрицательные  функции  /(х),  для  которых 

(8)  8^=^\'^'^х^/(х)йх    (^  =  0,  1,2, 2ш+1). 

При  этожѵ  величина 

іпі  {  ѵгаі  тах  }'[х)  \  , 

— оо<;'.  <оо  ^ 

где  /(х)  пробегает  все  такие  функции,  будет  равна  наибольшему  кор- 
ню уравнения 

Д,(і)  =  0 

[см.  (5)],  8  котором  функции  і.  (!)  определяются  из  разложения  (3) 
при  п==  т-\-\  и 

^  Ц»і     (г  =  1 ,  2,  .  .  .  ,  2ш  4-  1) 

(см.  М  Р.  §  2). 

Доказательство.  В  силу  формул  (З^)  и  (З2)  из  М.  Р.  имеем 

т  т 

Так  как  форма  (7)  предположена  положительно  определенной,  то  этим 
же  свойством  обладает  и  форма 

т 

(9)  '  2 

і,  к  =  0 

для  всех  достаточно  больших  I. 

Из  теоремы  I  (М.  Р.)  следует  поэтому,  что  для  достаточно  больших 
I  существуют  функции  /(х),  удовлетворяющие  равенствам  (8)  и  почти 
всюду  —  неравенству 

0</(х)<1. 

Эта  же  теорема  I  показывает,   что   форма   (9)   будет  для  I  =  ^ 
положительно  определенная,  если  только  она  положительно  определенная 
для  1  =  Ц. 


4)  Эти  вопросы  мы  разберем  в  особой  работз^ 
б)  С.  І^.  А:.  Зсі.  Рагіз  от  11 /III  1935  г. 

6)  Записки  Харківського  математичного  товариства,  4-я  серия,  т.  XII  (1936), 
стр.  13—33. 
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Но    для  ^  ^  '^О 

определитель 

54 


5о 

5^ 

І2І2 

будет,  очевидно,  отрицателен,  а  следовательно,  форма  (9)  не  будет  поло- 
жительно  определенной.  Поэтому  .существует  число  \^^^  - 

2]/3  |/л'о92  — 

обладающее  тем  свойством,  что  при  1"^!^  форма  (9)  положительно 
определенная,  а  при  К^І^- — уже  не  положительно  определенная.  Это 
число  \^  является,  очевидно,  наибольшим  положительным  корнем  урав- 
нения ') 

^"'^'^^^)  =  о. 

Если  то,  как  это  следует  из  доказательства  теоремы  I  (?Л.  Р.), 

существует  функция 

принимающая  только  два  значения  О  и  I  и  удовлетворяющая  усло- 
виям 

з^^^_2х^/^{х)сіх     (.^.==:0,  1,  2,.  2ш+1). 

С  другой  стороны,  не  существует  функции  /(х),  удовлетворяющей 
этим  условиям,  для  которой  почти  всюду  было  бы  выполнено  условие 

:  о</(х)<і<х^, 

так  как  тогда  форма 

т 

г,  А  =  о 

была  бы  для  І<ІІ' <С\^^  положительно  определенной. 

Замечание   1.   Важно  отметить,  что  Х^^  зависит  только  от 

^і^         ^2т'  "О  *^2;;г-ы'  ^  также,  ЧТО  Х^^)ѵ._і. 

Теорема  1  ничего  не  говорит  о  существовании  или  несуществовании 
такой  функции  /{х),  для  которой  ѵгаі  тах/(л:)  =1^^.  И  действительно, 
оказывается,  что  такая  функция  может  не  существовать.  Но  небольшим 
изменением  условий  можно  добиться  того,  чтобы  такая  функция  всегда 
существовала.  Именно,  имеет  место 

Теорема  2.  Для  существования  неотрицательной  функции  /(х), 
для  которой 

х^/(х)(іх    (^==0,  1,  2, '2Ш--1), 

(10)  I 


—00 

Ч-со 


х^'^/{х)ах, 


-00 

т  +  1 


В  М.  Р.  (§  2)  показано,  что  1^'^  ^^{^)  есть  четная  функция. 
2*  ,10 


необходимо  и  достаточно,   чтобы  форма  (7)  была  положательт 
определенной. 

Если  это  условие  выполнено,  то  величина 

іпі  {  ѵгаітах/{л:)}, 

-00<Х<00 

где  Пх)  пробегает  все  неотрицательные  функции,  удовлетворяющие 
соотношениям  (Щ.  совпадает  с  V  Она  достигается  тогда  и  только 
тогда,  когда  /{х)  с  точностью  до  множества  меры  нуль  совпадает 
с  функцией  иР\  (х'-\  )Л 

где  р-- порядок  последнего  отличного  от  нуля  определителя  в  ряде 

Если  при  этом  р^т,  то  тогда  также 

^— оо 

Доказательство.  Если  неотрицательная  функция  Г{х)  удоЕле- 
творяет  условиям  (10),  то 

тп 

-00  і,к  =  0 

Если,  обратно,  форма  (7)  положительно  определенная,  то  для  всякого 
1>Х  согласно  теорзме  I  существует  функция  /{х)  (0^/{х)<^Ь), 
удовлетворяющая  условиям  (8),  а  следовательно,  и  условиям  (10) 

Нам  нужно  поэтому  исследовать  только  значения  І^І^-  ііу^.ть 
сначала  І^І^-  Так  как  форма 

т 

(11)  2    ^і  +  к^п)^1^к^ 

очевидно,  неотрицательна  и  является  выродившейся,  то  согласно  теореме 
В  (М.  Р.)  справедливы  равенства 

=2Р.«?    {Й  =  0,1,2,...,2«г-1), 

те  р<т-\'\  и  М^О  (при  этом  наверное  М  =  0,  если  р==т,  так 
как  в  противном  случае  форма  (11)  была  бы  положительно  определен- 
ной). 

Из  этих  равенств  следует,  что 

Ь     —  — ^т)  ^  I  I  у 
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и,  еледовательно,  что 
где 

НО,  С  Другой  стороны, 


^2т   !  ^О^^ттХ 

так  что 


^Лд^;         ),      ~Г  •^2 


Этим  доказано,  что  при  Ь:=^\^  существует  функция  для  ко- 

торой 


,4-00 


\     х^/''(х)йх    (^==0,  1,2,...,  I), 

^~00 

Причем  в  последней  формуле  знак  равенства  наверное  достигается  при 
/7  = /я,  т.  е.  при  Х^>Х^_і. 

Мы  покажем  теперь,  что  для  всякой  функции  /(х),  удовлетворяющей 
нашим  требованиям  и  отличающейся  от  /*(а:)  на  множестве  положитель- 
ной меры,  всегда 

ѵгаітах  /(л:)>Х^, 

-ос<х<-1-оо 

предположим,  что  почти  всюду 
Разность 

имеет  почти  всюду  знак  полинома  степени  2/; 

-    М  <Рр  М  =-(х--а,)...(х- (лг  -?,)...  (лг  -  рр. 

Поэтому 

о  <  -      I/*  М  -/М]  ф^,  М  М 

или 

І4-00 
-00  '^*  (-^^  —/(•^)]  •^''^  < 

Но  в  случае  р<^т  левая  часть  этого  неравенства  равна  нулю,  что  не- 
возможно. В  случае  же  р  —  т 
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Е  ТО  время  как 

так  что  левая  часть  неравенства  (12)  положительна  или  нуль,  что  также 
невозможно. 

Из  теоремы  2  и  ее  доказательства  вытекает,  что  в  рассматриваемой 
минимальной  задаче  нужно  различать  два  случая:  случай  полной  задачи, 
когда 


И  случай  неполной  задачи,  когда 

Замечание  2.  Легко  видеть,  что  минимальная  задача  будет  для 
5  ,  5  ,  52.^^.2  во  всяком  случае  полной,  если  она  была  полной  для 
С'  ^і'  •  •  -^СГ^  самом  деле,  если  для  5^,  .  .  .,  з^,^^^  задача  непол- 
ная, то  и  существует  функция /(л;),  для  которой 

0</(х)<).^^1 

и 

,^^['''^х^/{х)сіх    (^  =  0,1,2,  ...,2//г  +  1), 

Эта  функция  удовлетворяет  поэтому  а  іогііогі  условиям 

з^^['^"'х^/{х)(1х    (^==0,1,2,  2т) 

и  неравенству 

0</(х)<Х^, 

так  что  задача  для  ^д,      .  .  .,52^,,  не  может  быть  неполной. 
Теорема  3.  Если  форма 

і,  к—О 

положительно  определенная  и  8^^^^_^ — произвольно  выбранное  веще- 
ственное число,  то  существуют  два  таких  числа 

что  в  рассматриваемой  минимальной  задаче  для 
будет  иметь  место  случай  полноты,  а  для 
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случай  неполноты,  причем  и^^  определяется  из  уравнения 


'т-1 


2т 


2^  минимальная  задача  вообще  не  имеет 
величина  \^^^  =  \(з^,^  будет  убывающей 
функцией,  в  то  время  как  для  з^.^:^ѵ^^  Х^  =  Х (^д^  =  соіізі:. 


так  что  для  значений  з 
смысла.  При  и^.^  <^ 


Доказательство.  Если  для  5^ 


5,    имеет  место  случай  непол- 


ноты,  то,  очевидно,  ОТСЮДа  следует,  что  при  32т^^2т 

будет  также  \{з^^)  так  как,  с  одной  стороны,  очевидно, 

1. 


а  с  другой  стороны,  всегда 
Числа  5 


7й  - 1 ' 

для  которых  имеет  место  случай  неполноты,  имеют  поэ- 
тому нижнюю  границу  "^зт^  ^2,7г'  ^ричем  не  исключается  и  случай  ѵ^^^~=оо. 

Но  легко  видеть,  что  ѵ^  ^  должно  быть  больше,  чем  и^^^.  Достаточно, 
в  самом  деле,  взять  какое-либо  число  І>Х^_і  и  определить  з^,^  — з^.^^ 
из  уравнения  ^^(^)=■0;  тогда  и  мы   будем   иметь  случай 

полноты,  так  что  4т^'^2/ге      ^  Другой  стороны,  з*^'^^2т- 
Пусть  теперь  кГ^'  <Г/  <^ 

Нам  нужно  показать,  что  ^  («^2 ,2)  >  ^  ("^і  ^ »  ^"^^^  как,  очевидно,  Х{з',^^ 
^).  (^2^),  то  достаточно  показать,  что  равенство  ^•^2/??)  =  М^^І^)  не  имеет 
места. 

Но  из  '^{32^  =  ^{^^^  следует,  что 


для  каждого  5; 


2/и' 


удовлетворяющего  неравенству 

Если  поэтому  /{х)  есть  решение  минимальной  задачи  для  82^^  =  3'^^,  то 
'Эта  функция  дает  решение,  и  притом  неполное,  для  32^==з*^^,  что  не- 
возможно, так  как  при  з^.^^<^ѵ^^^  решение  не  мол<ет  быть  неполным. 

Остается  только  указать,  как  находить  ѵ^^. 

Разрешая  относительно  з^,^  равенство  (З2)  (М.  Р.): 


и  принимая   во  внимание 


ЧТО     для  5, 


(13) 


^,7?     '2т  место  равенство 

'^'^^        труда  представим  величину  ѵ^^^  .в  виде 


2т 


т-Ѵ  *^0) 


Ііт 


.  .  0 

т-1 
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Чтсды  иаіучить  простой  пример,  положим 

5^  =  1  ^       =  О,    ^2  =®  ^  • 
Согласно  формулам  (З^),  (З2)  (М.  Р.)  мы  найдем,  что 

(^)  =  77 »       (^)  =  2І2 '    ^2  (^)  —  77  ~^  Ш ' 

Поэтому 


1202,5  • 


•""ІзГ  1212/' 


так  что 


По  формуле  (13)  находим,  следовательно, 


)' 


т.  е.  г?4  конечно  только  при  ^^  —  О  и  равно  тогда  у.  С  другой  сто- 
роны,    =г=  1  -{-5^. 

Можно  без  труда  построить  последовательность 

•^О'    '^і'    •  •  * '    ^п^    •  •  • ' 

обладающую  тем  свойством,  что  минимальная  задача  для  ^о,  5|,  8^^^ 
будет  полная  при  т  =  2к—\  и  неполная  при  т==2к  (/г=  1 ,  2, .  . . ). 
Действительно,  если  ^д,  (т  =  2к)  уже  найдены,  то  согласно 

замечанию  2  достаточно  лишь  выбрать  числа  ^о^^р  з^т-^-г  ^^^'  ^^тобы 
выполнялось  неравенство 


И  тогда  минимальная  задача  будет  полной  для 


Поэтому  существует  функция  /(х),  для  которой 


+00 


8^==\^__^к^/{х)ах    {к  =  0,  1,  2,. . .,  2//г  +  2). 
Если  положить  теперь 
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и  взять  в  качестве  ^^^^^,4^  произвольное  число,  удовлетворяющее  условию 

СО 

то  минимальная  задача  для 
будет  неполной. 

Наше  утверждение  получается,  следовательно,  по  индукции,  если, 
например,  положить  5о  =  1,  5^  =  0,  52=1. 

§  3.  Теорема  4.  Для  того  чтобы  функция  д  (х)  ( — -  оо  <^  д;<^-1~  оо), 
для  которой  интегралы 

і-оо 

x^'^^^(x)(іx  =  с^.^  =  {к-\-\)8^  (к:=^0,  1,  2,  ...,2/г— 1) 

^ — со 


-00 

имеют  смысл  и 


(14)  д(х)ах^^, 

допускала  формулу  квадратур  Маркова  порядка  2п,  необходимо  и  до- 
статочно, чтобы  форма 

п~-\ 

была  положительно  или  отрицательно  определенной. 

Доказательство.  В  самом  деле,  если  для  каждого  Р^^  (х)  имеет 
место  равенство 

^Р,„(х}д(х)ах  =  1^^{  Я,,  (а,)  -Р,„ф,}}  (Р^  <  < . . .  <  р„  ^  а„), 
то  в  частности 

(15)  ^;^4.1  =  ^2(^?"^^"-Р?-^')    (^  =  0,  1,2,...,2^»=~1), 
и  построив  функцию 

с 

^(х)  =  {х  —  ^,)...{х~-^^),    <^{х)  =  (х-^а^),..{х-^а^, 
мы  сможем,  очевидно,  представить  равенство  (15)  в  виде 

^Ан- 1  +  1)  ^'А  М        (к  =  0,1,  2,...,  2п  ^  I), 

так  что 

(16)  8^  =  ]_^і^/^^(і)аі    (^  =  0,  1,2,...,  2/г-^1) 
и,  следовательно, 
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Отсюда  следует,  что  форма,  стоящая  в  левой  части  равенства,  поло- 
жительно (соответственно  отрицательно)  определенная,  если  1>0  (соот- 
ветственно 1<10),  чем  и  доказана  необходимость  условия.  Чтобы  дока- 
зать достаточность,  мы  можем,  не  ограничивая  общности,  допустить,  что 
^>0,  так  как  в  противном  случае  вместо  д  (х)  достаточно  было  бы 
положить  в  основу  наших  рассуждений  функцию  - — д{х). 

Формулы  (16)  показывают,  что  каждая  формула  квадратур  Маркова 
порядка  2п  приводит  к  проблеме  моментов 

8.  =  \     х^/{х)с1х    (^  =  0,  1,2,.  .        — 1) 
С  /{х)'^0.  А  так  как  форма 

согласно  предположению  положительно  определенная,  то  эта  задача  со- 
гласно теореме  1  имеет  для  каждого  1>-Х^^_^  решение,  удовлетворяющее 
неравенствам  О  ^/{х)  ^      причем  для  каждого  всегда  суще- 

ствует решение,  принимающее  только  значения  О  и  I  и  имеющее  вид 


{X). 

Но  это  решение  приводит  к  следующим  формулам: 

00 


^  —  СЛ  '        /=  і 


откуда  вытекают  как  равенства  (15),  так  тем  самым  и  существование 
формулы  квадратур  Маркова.  Тем  самым  теорема  доказана,  и,  кроме  того, 
мы  видим,  что  при  1<^Х^_1  существует  бесконечно  много  формул  квад- 
ратур Маркова,  которые  все  могут  быть  получены  описанным  способом. 

Теорема  5.  Пусть  діх)  —  какая-либо  функция,  удовлетворяющая 
условию  (14),  для  которой  имеют  смысл  интегралы 


с: 


^  (л:)  ^л:  =  ^^^1  =  (^  +  1)  5^    (^  =  О,  1 ,  2, .  .  . ,  2/г  —  2), 

00 

и  пусть  форма  2  ^і+н^і^к  ^положительно  определенная. 

і,  к  =  0 

А.  Если  тогда  минимальная  задача  §  2  является  для 
*^2л-2   полной   {например,  тод(х)   наверное  допускает 

формулу  квадратур  Чебышева  порядка  2п — 1  (с  К  =  1^_і  и  2р  раз- 
личными узлами  а.,  Р^,  если  Х^_^  =  Х^_2~  .  .  .  ^л^^-^р.і)- 

В.  Если,  наоборот,  указанная  минимальная  задача  неполная,  то 
д  (х)  допускает  формулу  квадратур  Чебышева  порядка2п—-Ъ  [с  К=-\^._і 
и  2р^2п  —  4  узлами),  которая,  однако,  остается  пригодной  и  для 
полиномов  степени  2п  —  2. 

Доказательство.  Доказательство  протекает  точно  так  же,  как 
и  доказательство  достаточности  в  теореме  4,  если  только  принять  во 
внимание  соответствующие  теоремы  из  §  2, 


26 


Мы  можем  поэтому  проведение  этого  доказательства  предоставить 
читателю;  мы  заметим  только,  что  формулы  квадратур  Чебышева,  о  кото- 
рых идет  речь  в  теореме  5,  одновременно  являются  формулами  Маркова, 
т.  е,  что 

Возникает  еще  вопрос,  могут  ли  рассматриваемые  здесь  формулы  Чебы- 
шева быть  получены  по  методу  Чебышева,  т.  е.  прежде  всего  можно  ли 
найти  К=\^і  из  уравнения  (4)? 

У  нас  К=1„_і  есть  наибольший  корень  уравнения  А^_і(І)  =  0, 
а  это  уравнение  не  совпадает  с  уравнением  Чебышева  (4). 

Но  если  )^„_і>^„„2'  тогда  наверное  А;^„2  ^  ^  ^  ^'^'^^ 
случае  Х^^^  является  также  и  наибольшим  корнем  уравнения  Чебы- 
шева (4). 

Это  уже  не  обязательно  будет  иметь  место  при  =  \^_^;  но  нужно 
заметить,  что  число  узлов  претерпевает  тогда  большее  уменьшение,  чем 
степень  полиномов,  для  которых  будет  верна  формула  квадратур,  так 
что  мы  в  этом  случае  получим  не  чебышевскую,  а,  так  сказать,  „сверх- 
чебышевскую"  формулу  квадратур. 

Мы  можем  поэтому  сказать,  что  если  рассматриваемые  в  теореме  5 
формулы  являются  строго  чебышевскими,  а  не  „сверхчебышевскими", 
то  они  могут  быть  получены  по  способу  Чебышеза,  если  взять  в  ка- 
честве К  наибольший  корень  чебышевского  уравнения. 

Замечание  3.  Функция  д  [х)  должна,  кроме  условия  (14),  удов- 
летворять еще  тому  условию,  что  произведение  д  (х)  х^^  абсолютно 
интегрируемо  по  интервалу  (—  оо,      оо)  и  функция 

во  всем  интервале  ( — оо,  -|~^^)  имеет  один  и  тот  же  знак.  Мы  пока- 
жем, что  тогда  условия  теоремы  4  будут  наверное  выполнены. 
В  самом  деле,  в  этом  случае 

П+ОО      1  1  ^+оо 

у^г1•^^"''^^М^•^==/:^  I  х^^^^сіріх) 

и,  следовательно, 

5/  =  Иш/  — Г"^  х-}  р(х)(іх-\-^р(х)\^  \, 

Так  как,  с  другой  стороны, 

р  (Ы)  =  іѴ/'+і  Г    д  (х)  йх^—     +  1  Г  д  {х)  йх, 

^  —  00  ^  ІѴ 

то  справедливо  соотношение 

00 

I Л^-'''-'^  /?  (УѴ)  і  <  \  ^  х^-^^\д  (х)  I  сіх: 
и  подобным  же  образом 


^]^^х'^''\д{х)\ах^О  (М^оо), 
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Мы  можем  поэтому  сказать,  что 


5у  =  — ^  х^р(х)йх, 


а  это  указывает  на  то,  что  форма 


п-\ 


положительно  или  отрицательно  определенная. 
Это  замечание  показывает,  что  обе  функции 


<1) 
>1), 


на  которых  Чебышев  иллюстрировал  свой  способ,  удовлетворяют  усло- 
виям теоремы  4. 

В  самом  деле,  для  —  1     л:  ^  1 


тогда  как  для  |  лг  |  >  1 

Рх  (л:)=/?2М  =  0. 


20М  РIСАК^8СНЕN  8АТ2. 


Ѵоп 

НагаЫ  ВоЬ^г  іп  КорепЬа§еп. 

2и  йеп  тсЫщзІеп  Еггип^епзсЬаЙеп  сіег  пеиегеп  ТЬеопе  йет  апаіуіі- 
зсЬеп  Рипкііопеп  ^еЬбгеп  (Ііе  ЪеШп  іоі^епсіеп  Заіге  ѵоп  Рісагсі: 

1.  РісагсібсЬег  Заіг.  ^е(іе  ^апге  ігапзгепсіепіе  РипкИоп  пітті 
зйтШске  Ѵ^егіе  тіі  НдсНзіепз  еіпег  еіпгі^еп  Аизпакте  ап, 

2.  РісагсІзсЬег  8аІ2.  Іп  йег  Ѵт^еЬип^  еіпег  ізоНегіеп  гѵезепі- 
ІісН  зіп^іагеп  Зіеііе  пітті  еіпе  апаіуіізске  Рипкііоп  затШске  ^егіе 
тіі  кбскзіепз  еіпег  еіпгі§еп  Аазпакте  ап, 

АивіиЬгІісІіег  ипсі  іііг  йаз  Іоі^епсіе  Ье^иетгг  Іогтиііей  Шззі  зІсЬ  сіег  2. 
8аі2  аисЬ  Ы^епсіегтаззеп  аиззргесЬеп,  \ѵоЬеі  ті  ипз  сііе  ЬеігасЫеІе  зіп- 
^иіаге  ЗіеІІе  іт  Рипк!:е  2  =  оо  сіепкеп: 

Ез  зеі  (ііе  Рипкііоп  /  (г)  іп  сіег  Ііт^еЬіт^  Н<і\2^\<іоо  сіез  Рипкіез 
г  =  оо  еіпсіеиіі^,  ге^иіаг  пп&  ѵегзсЫесіеп  ѵоп  а  ипсі  Ь  (\ѵоЬеі  сііе  ХаЫеп 
а  ипсІ  Ь  паШгІІсІі  ѵоп  еіпапсіег  ѵегзсіііесіеп  зіпсі).  Ьшп  ізі  Ше  Рипк'лоп 
/(г)  іт  Рипкіе  0  =  00  ге^иШг  осіег  Ьезіігі  сіогі  еіпеп  Роі,  осіег,  ит  сііе 
Ьеісіеп  РйПе  гизаттепгиіаззеп,  ез  ^-іЬі  еіпе  розШѵе  §ап2е  2а1і1  ЛА^,  5о 
(Іазз  /(г)г~^'^  \т  Рипкіе  2^  =  00  ге^иШг  ізі:;  осіег,  ѵі^аз  аиі  сІаззеІЬе  Ьіпаиз- 
ШиЙ:  ез  §ІЫ  еіпе  розііііѵе  ^апге  2а1і1  Л^,  зо  (іазз  Ьеі  (Зет  СгепгііЬег- 
^ап^е  2 — >  оо  еіпе  Ііп^іеісііип^  йег  Рогт 

\/(г)\<\г\^ 

Оіе  РісагсізсЬеп  Ве\ѵеізе  (Зіезег  Ьеі(3еп  ЗМге  ^иг(іеп  ЬекаппіИсЬ  йшаЬ 
Негапгіеііип^  сіег  Моііиііипкііоп  ^еМІігі  \Ѵа1ігепс1  йег  Ве\ѵеіз  сіез  1.  8аі2ез 
йиззегзі  еіпІасЬ  ѵегііеі,  іогйегіе  сіег  Ве\ѵ-еіз  йез  2\\^еііеп,  сіеп  егзіеп  итіаз- 
зепйеп  8аІ2ез  котріігіейеге  ІІеЬег1ер'ип^еп.  Ез  \ѵаг  сіаііег  іп  теІЬосІізсІіег 
НіпзісЫ  еіп  \ѵезеп1ІісЬег  РогЬсЬгШ,  аіз  ез  Ьіпйеібі  йигсіі  еіпе  зіппгеісЬе 
ІіеЬегІе^ип^  гп  геі^еп  ^еіап^,  йазз  йіезег  2.  РісагсізсЬе  8аІ2  іазі  иптіі- 
ІеІЬаг  аиз  еіпет  Ьекаппіеп  Зсііоі^кузсііеп  Заіге  аЬ^еІеііеі  ѵі^егйеп  капп  — 
шеІсЬег  зеіпегзеііз  іп  паЬег  Вегіеііип^  ги  сіег  ЬегиЬтіеп  ЬапсІаизсЬеп  Ѵег- 
аіі^етеіпегип^  йез  1.  РісагсізсЬеп  Заігез  зіеЫ  ипй  ше  сІіезег  зеЬг  еіпіасЬ 
тіііеіз  йег  Мойиііипкііоп  Ье\ѵіезеп  \ѵег(1еп  капп.  Оіезег  8аІ2  Іаиіеі: 

8  с  Ь  о  и  к  у  3  с  Ь  е  г  8  а  1 2.  Ез  зеі  /{г)  іт  Еіпкеіізкгеізе  1 2;  |  <^  1  ге- 
^ійг  ипсі  ѵегзскіейеп  ѵоп  а  ипсі  Ь,  апі  д  еіпе  розіііѵе  2.акІ  гіюізскеп 
О  ип(і  1.  Оапп  §іЫ  ез  еіпе  пиг  ѵоп  йеп  ѵіег  2.акІеп  /(0),  а,  Ь  ипсі  д 
аЫійп^і^е  розШѵе  Копзіапіе  ^  сіегагі^  йазз 

1/(2)  |<а  /аг 
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ВеІ  (!ег  Ьіпсіеібізсііеп  Ѵег\ѵеп(3ип^  сііезез  Заігез  хит  Ветѵеіз  йез  2. 
Рісагсізсііеп  Заігез  \ѵаг  иЬгі^епз  еіпе  ѵбііі^  ігіѵіаіе  АЬзсЬаІгип^  бет  Коп- 
зіапіеп  Й  п5%,  патИсЬ  сіазз  ІІ  ипаЬЬагщ-і^  ѵоп  сіег  Огбззе  /(0)  ^е\ѵа1і11: 
\ѵегс1еп  капп,  :^а]1з  /(0)  Іп  „зісЬегег  Еп-іегпип^"  ѵоп  а,  Ь  ип(1  оо  ЫеіЬі 

Іп  йег  АЬЬапсІІип^  „2иг  Тііеогіе  сіег  іаіірегіосіізсііеп  Рипкііопеп  III" 
(Асіа  МаІЬетаІіса,  Всі.  47),  іп  \ѵе1сЬег  сііе  ТЬеогіе  сіег  апаіуіі^^сііеп  іазі- 
регіосІізсЬеп  Рипкііопеп  еіпег  котріехеп  Ѵегап(1ег1іс1іеп  з  —  <з^іі  епЫскеІі 
Аѵигсіе,  2еі^1е  йег  Ѵегіаззег,  йазз  сіег  2.  Рісаг(ізс1іе  8аІ2  аиі  іазірегіосіізсііе 
Зіп^иіагііііеп  ѵегаіі^етеіпегі:  ^ѵегсІеп  капп.  Ніегги  тиззіеп  аЬег  гіетіісіі 
\ѵеі1:о'е]іеп(іе,  ѵоп  Іѵегзеп  ^-езсЬаНепе  Ніііітіііеі  аиз  сіег  ТЬеогіе  гіег  аЛ^е- 
теіпеп  апа1у'ізс1іеп  РипкНопеп  Ьегап^его^еп  и^егсіеп,  \ѵеі1  сііе  оЬеп  егѵ^^аЬпІе 
ЬіпсіеІбІзсЬе  МеШосіе  пісій  аиі  (іеп  іазфегіосіізсЬеп  Раіі  ііЬегІга^еп  \ѵегсіеп 
коппіе. 

Кеиегсііп^з  Ьаі  аЬег  йег  Ѵегіаззег  еіпе  Ѵалап^:е  йез  Ьіпііеібізсііеп  Ве- 
\ѵеізе5  ^еіипсіеп,  Ше  —  іт  Ое^епзаіг  ги  сіет  игнргйп^лсЬеп  ЬіпсІеІбізсІіеп 
Ве\ѵеізе  ~  пісЫ:  пиг  аиі  іаз-регіойізсЬе  Рипк'іопеп  ап^^еѵ^епсіеі;  \\^егсіеп  капп, 
зопбегп  ги^.еісіі  еіпе  Ѵегаіі^етеіпегип^  сіез  2.  Рісег(ізсЬеп  За'гез  теііг 
ргіпгіріеІІег  Агі  Ііеіегі.  Оіезе  Ѵегаіі^^етеіпегіш^  сіаггизіеііеп,  ізі:  гіаз  2іе1 
сІег  ѵогііе^епсіеп  кіеіпеп  АЫіапсіІип,^;  іЬге  Вегіеішп^  гиг  ТЬеопе  сіег  іазі- 
регюШзсЬеп  Рипкііопеп  ^егсІе  ісіі  ап  апс^егег  8іе11е  егбг'.егп. 

Риг  сііг  пеие  Рогтиііегип^  (іез  Ьіп^еІбізсЬеп  Ве^ѵеізез  йез  2.  Рісагсі- 
зсЬеп  Заігез  —  осіег  ѵіеітеііг  сІег  ешаііпіеп  Ѵега1'§етеіпегип§  сіез  Іе'2Іе- 
геп — геісЫ  аііегсііп^з  сіег  Зсііоіікуэсііе  8аі2  іп  с'ег  оЬі^еп  Рогтиііегип^ 
ШСІ1І  аиз,  зопсіегп  ез  тизз  еіпе  гесііі  ^епаие  АЬзсЬа'2ип§  сіег  сіагіп  ѵог- 
коттеп(Іеп  Копз'ап1:еп  12  =  О  (а,  ^,/(0),  0)  Ьегап^его^еп  и^ег(іеп.  Еіпе 
зоІсЬг  АЬзс1іа'.2ип§  ізі  аЬег  зсіюп  Ьекаппі  ипсі  иЬгіо-епз  еЬепіаІІз  тІ!:  Ніііе 
сіег  Мо(1и1іипк':іопеп  зеЬг  ІеісІіІ:  аЬгиІеііеп.  Іп  еідег  ^'гтеіпзатеп  АгЬеіІ;- 
ѵоп  ЬапсІаи  ипсі  (іет  Ѵегіаззег  „ІіеЬег  сіаз  Ѵег1іаІі:еп  ѵоп  С  (^)  ипсі  (5) 
іп  (5ег  КаЬе  сіег  Оегасіеп  а=1"  (ОбШп^ег  МасЬг1с1г':еп  1910)  ііпсіе^  зісіі 
патІісЬ  іп  §  б  (\ѵе1с1іег  Рага^гаріі  ап  ігиЬеге  ип'ег^исЬип^еп  ѵоп  I  апйаи 
йЬег  йеп  Рісагсізсііеп  8аІ2  апкпйріі  ипсІ,  и^іе  іп  сіег  Еіп1еііип§^  епѵаііпі;, 
ѵоп  іііт  аііеіп  ІіеггиЬгі),  сіег  іоі^епсіе  Заіг: 

ЗсЬоику-ЬапсіаизсЬег  8аІ2.  Ез  зеіеп  а  ипй  Ъ  хіюеі  ипіег 
еіпапйег  ѵегзсМейепе  котріехе  ІаЫеп,  Оапп  ез  еіпе  Копзіапіе  О, 
сііе  пиг  ѵоп  а  ипй  Ь  аЬкап^І,  тіі  йег  /оІ§епсіеп  Еі§гп5ска[і,:  /Йг  ]е(1е 
т  ЕіпНеІізкгеІзе  \г\<^  \  ге^аШге  ипй  ѵоп  а  ипсі  Ь  ѵегзсНіейепг  РипкИоп 
І{г)  §Ш  іп  йет  Шеіпегеп  Кгеізе  {0<^д<^\)  йіе  АЬзсНаігип^ 


Веі  (!ег  Апи^епсіип^  сііезег  ип^еісііті^  (1)  аиі  сііе  с-Рипкііоп  !п  сіег  оЬеп 
гіііегіеп  АгЬеіі  ^ѵаг  сііе  АгІ:  (іег  АЫіап§іо-кеіі  сіег  гесЫгп  Зеііе  ѵоп  сІег 
Огбззе  /(0)  ѵоп  Ьезопсіегег  Вес^еиіип^,  иаіігепсі  сііе  Агі  (іег  АЫіап^і^кей 
ѵоп  д  ійг  ипзегеп  (!ата1і§-еп  2\ѵ^еск  ип\ѵеоепіісЬ  \ѵаг,  \ѵеі1  Ьеі  йег  Ап- 


\ѵиг(5е.  Рііг  (іеп  іеігі-^гп  2\ѵеск  (сіеп  Ве^ѵеіз  сіег  Ѵега1І^'етеіпегпп§  сіез  2. 
Рісагс!зсѴіеп  За'гез)  Ііе.^Ч  сііе  басЬе  ^егасіз  ит^екеіігі,  (1.  1і.  ез  ізі  сЗіе  Агі 
аиззсІіІа^о^еЬеікІ,  іп  \ѵе1с]іег  Ше  Сгбззе  д  іп  (Іег  гесЫеп  Зеііе  ѵоп  (1) 


(1) 


\/(Щ<е 


ЛШ  (  I  40)  і  +  2) 
1  ~ 


аиІЫй,  ѵ^аЬгепс!  с!іе  АЫіап^і^кеіі  ѵоп  /(0)  пиг  ^гоЬ  атіз^епиігі  \ѵігсі.  Шх 
Ьеіопеп  сііез,  іпсігт  и^іг  йаз  Ы^епсіе  СогоИаг  сІез  ЗсЬойку-ЬапсіаизсІіеп 
$аІ2ез,  \ѵе1с1іез  ^егасіе  зоѵіеі  ѵоп  сііезет  Заіге  епШаІІ,  \ѵіе  \ѵіг  іііг  йаз 
іоі^епсіе  ^еЬгаіісІіеп,  ехріісііе  аіз  еіп  Ьетта  іогтиііегеп: 

Ь  е  т  т  а.  ^5  зеіеп  а  ипй  Ь  г-хюеі  ипіег  еіпапйег  ѵегзсЫейепе  котріехе 
ІаНІеп  ипй  к  еіпе  розіііѵе  Огбззе.  Оапп  §ІЫ  ез  еіпе  розіііѵе  Копзіапіе 
К=К{а,  Ь,  к)  йегагі,  йазз  ]ес1е  іт  Кгеізе  |2^|<;і  ге^иіаге  ипй  ѵоп. 
а  ипй  Ь  ѵегзсЫесІепе  зотіе  йіе  ип^іеіскип^  |/(0)|<С^  Ье/гіесІі§еп(іе 
Рипкііоп  /(г)  іт  §апгеп  Кгеізе  \г\^Ь  (0<;^<;і)  йег  Ѵп^іеіскип^ 

к 

(2)  \/{^)\<е'-' 

Аиз  сііезет  Ьетта  ІеіЧеп  тх  гипМсІізІ  шіііеіз  еіпег  еіпіасііеп  коп» 
Іогтеп  АЬЬіісіипо-  сіеп  іо^^еікіеп  5а':2  аЬ,  \ѵе1сЬег  іпзоіегп  аіз  йет  Наирі:- 
заіх  Шезег  кіеіпеп  ЛЫіапсІіипа-  ЬеІтасЬіеі  хѵ^егйеп  капп,  аіз  зісЬ  аиз  ійш 
біе  ег\ѵаЬпіе  ѴегаІІ^етеіпегип^  сіез  2.  РісагсІзсІіеп  5аі2е8  іп  \ѵепі^еп  ^Ѵог- 
Іеп  ег^еЬеп  \\^іг(1: 

8аІ2.  Ез  зеі  Р  (з)  =  Г  {а Іі)  еіпе  іп  сіег  НаІЬеЬепе  а^О  ге^иійге 
ипсі  ѵоп  а  ипй  Ъ  ѵегзскіеііепе  Рипкііоп^  теіске  аи/  сіег  ^апгеп  ОегасІеп 
а  =  1  сіет  Веіга^е  паск  кіеіпег  аіз  к  ізі,  Оапп  іп  йег  ^апгеп  НаІЬ- 
еЬепе  о  >  1  сііе  Ѵп^іеіскип^ 

(3)  \Р{8)\<Се^% 

%юо  к  еіпе  пиг  ѵоп  а,  Ь,  к  аЬкап§і§е  розШѵе  Копзіапіе  Ьегеіскпеі,  аів 
\\^е1с1іе  ііЬгі^епз  зесіе  іт  Зіппе  сіез  ѵогЬег^екепсІеп  Ьеттаз  ѵешепсІЬаге 
КопЗ':ап1е  К  ЬепиШ  ^егс'еп  капп. 

Вешегкип^,  иеЬп§;епз  ^ііі:  іт  Зігеііеп  О  <  а  <^  1  сІіе  ип§;1еісЬип^ 
Оіезе  Опа-Іеісішп^  ізі  ѵбИі^  апаіо^  сіег  іііг  а>1  ^-йііі^еп 
Опо-Іеісішп^  (3)  аЬ2иІеі!:еп,  ѵ/ігсі  аЬег  Шг  ипзегеп  ѵог1іе^еп(іеп  2ѵѵеск  пісЬі 

Ве\\^еіз.  Ез  ^епіі^і  паійгіісіі  г\х  геі^еп,  сіазз  Шх  зесіе  !йг  а>0  ге- 
^ціаге  шй  ѵоп  а  ішсі  Ь  ѵегзсЬіесіепе  Рипкііоп  О  (5),  \ѵе1сЬе  іш  РипМе 
5—1  йег  ІІп^ІеісЬип,^  \0(\)\<^к  ^епи§:і,  іп  зедеш  Рипкіе  ^=за  (івг 
гееііеп  Зігеске  \  <^о<^оо  (ііе  ип§-ІеісЬип§ 

(4)  ІС(а)|<^^« 

^\\\\  (іепп  Ше  ^е\\^йпзсЬіе  ІІп^ІеісІіип^  (3)  йез  Заігез,  й.  Ь=  йіе  ип^Іеіс1іип§^ 

\Р{о  +  іі,)\<е^^ 

Ійг  еіпеп  ЬеІіеЬщеп  Іезіеп  Рапк^  «^  +  ^'^0  НаІЬеЬепе  а>1  !о1§^  ]а 
80І0ГІ  аиз  сііезег  Ііп^ІеісЬип^  (4),  \ѵепп  зіе  ааі  (ііе  Рипкііоп  О  (8)=^Р(з  -\-  іі^) 
ап§е\ѵепс!е1  \ѵіг(1. 

От  (Ііе  ІІпо-]еіс1чш^  (4)  сіаггиіип,  ЬіЫеп  \ѵіг  сііе  НаІЬеЬепе  а^О  сіег 
5-ЕЬепе  аиі  сіеп  ЕіпЬеі-зкгеіз  |^|<^1  (іег  2:-ЕЬепе  копіогш  аЬ  ипсі 
2\ѵаг  50,  (іазз  (Іег  РипкІ:  5=1  йет  Рипк'е  2^  =  0  ипсі  сіег  І^апсірипкі 
^^оо  (Іеш  І^апсірипкіе  гг=1  епізргісЫ-,  сі.  Ь.  ші  зеігеп 


НШйкЪ  ^еЫ  0(3)  іп  (Ііе  Шг  |2:1<1   ге^иШге  ішсІ  ѵоп  а  ппй  Ъ  ѵег- 
зсЫедепе  Рипкііоп 

йЬег,  №  тѵеІсЬе  /(0)  =  О(1),  аізо  |/(0)|<^І8І.  Оет  гееИеп^Рипкк 

5==а>1  епізргісЬі  Ьеі  Шезег  АЬЬіШип^  сіег  Ршікі  (і@г 
Зігеске  О  <  2^  <  1 .  \Ѵе§еп 

ІоЫ  ап§  йет  оЬі^еп  Ьетта  — іпсіет  сііезез  зрегіеіі  аи!  сіеп  розіНѵеп 

Капфипкі  г  =  Ъ  йез  Кгеізез  ап§е\ѵеп(1е1:  жЫ  —  б.ш  ип^іеісЬипг 

шот\\  (Зег  5аІ2  Ье^ѵіезеп  ізі. 

Ыиптеііг  іогтиііеге  ісіі  йіе  ^епаппіе 

Ѵегаіі^етеіпегип^  сіез  2.  РісагсізсЬеп  Заігез.  Ез  зеі  8 

аіе  НіетаппзсНе  ГШсНе  йез  Іо^агііНтиз,  (I.  Н.  (ііе  ипепШсНЫаип^е 
РІасНейег  ѴегапйегПсНеп  2  =  г^''^;0<г<оо,  — оо<г;<оо.  Іп  еіпег 
ипепШісШаШі^еп  Ѵт^еЬип^  Н<\г\<оо  сіез  ІѴШип^^зрипШз  г  =  сю 
зеі  аіе  РипШоп  /  (г)  ге^иіаг  ип(і  ѵегзсЫесіеп  ѵоп  а  ипй  Ь,  Гегпгг  ^еЬе 
ез  еіп  р>і?,  30  сіазз  /  (г)  аи/  сіег  (ипепШІск  о/І  сіагскіаи/епеп)  Кгеіз- 
Ипіе  г  =  р,  — сх)<і'<сх)  ЬезскгйпЫ  ЫеіЫ,  еіта 

1/(^)|<^. 

Оапп  §1еісктй88і§  іп  аііеп  ВШИет  Ьеі  йет  ОгепхйЬег^ап^  ^-^оо 
еіпе  Ѵп§1еіскап§  йег  Гогт 

1/(^)І<ИІ^ 

то  К  еіпе  ѵоп      р,  а,  Ь  ипй  к  аЪкапд;ще  Копзіапіе  Ш. 

Ветегкип^.  Ез  ізі  кіаг,  дазз  Ьіегіп  (^ег  2.  Рісаг(І5СІіе  5аІ2  епШаІ- 
іеп  ізі,  патіісЬ  сіет  зрегіеііеп  Ра  1е  епізргесЬепа,  \ѵо  /  (г)  іп  сіег  зсЫісЫеп 
итдеЬип^  1^<\г\<Соо  йез  Рипк^ез  г  =  оо  гео-иіаг  ізі,  ойег  ѵіеІтеЬг, 
ѵ/о  /(г)  апі  йег  КіетаппзсЬеп  РІасЬе  5  ЬеІгасМеІ,  регіосІізсЬ  тіі  (іег 
Регіосіе  2тг  іп  Вехи?  аиі  сііе  Атріііисіе  ѵ  Ы.  Оепп  іп  сііезет  Раііе  ізі 
іа  ѵоп  зеІЬзі  Ьеі  іесіет  р>/?  сііе  Ртікііоп  /(г)  Шг  \г\  =  р  ЬезсЬгапкІ. 

Ве\ѵеіз.  Оіше  ВезсЬгапкап^  сіег  ЛІІ^етешпеіі  сіаг!  оііепЬаг  Ьеіт 
Ве\ѵеізё  /^=1,  ^  =  е  ап^епоттеп  \\^егсіеп;  зопзі  егзеіге  тап  пиг  сіцгсЬ 
р 

Ш^^'  Ѵ/іг  5еІ2еп  2  =  е^  ипб.  ЬеігасЫеп  (ііе  Рипкііоп 

Г(з)==^/{е% 

^еІсЬе  іп  йех  НаІЬеЬепэ  а>0  ге^иШг  ипсі  ѵегзсЬіесіеп  ѵоп  а  ппй  Ь  Ізі 
ипа  аиі  сіег  ^апгеп  Оега^еп  а=1  (\ѵе1с1іе  (іеш  ипепсііісЬ  оіі  аигсЫаиіе^ 
пеп  Кгеізе  |   |  =  ^  епЬрпсМ)  (Зег  Уп^іеісішп^ 
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^епй^і.  Оапп  ^ііі  пасЬ  йет  оЪщеп  Ѣаіге  іп  йег  ^апгеп  НаІЬеЬепе  а>1 
еіпе  Ііп^ІеісЬип^  сіег  Рогт 

й.  Ь.,  \ѵепп  \ѵіг  гиг  2:-ЕЬепе  гигйсккеЬгеп:  ез  ^ііі  іт  ипепсіІісІіЬШІігіз-еп 
ОеЬіеІе  сііе  ІІп^ІеісЬип^ 

I/иI<I^I^ 

\ѵоті1  (Іег  8аі2  Ье^ѵіезвп  ізі 


2    Сборник  Граве. 


о  ПРИБЛИЖЕННОМ  ВЫРАЖЕНИИ        ЧЕРЕЗ  АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ 

ФУНКЦИИ. 

в.  п.  Вельмин  (Ростов~на-Дону). 
§  I.  Будем  рассматривать  полином 

( 1 )  Ф  (X,  у)=-%У'^  +  ^іУ'^'''+'"  +  ЪУ"^"'  +  ♦  •  •  +  ^т' 

обладающий  такими  свойствами: 

1)  коэфициенты  ^,,  ^г^--^       являются  полиномами  от  х,  степени 
которых  соответственно  не  превосходят  чисел  п^,  п^,...,  п^; 

2)  в  степенном  разложении  функции  Ф  (х,  е^)  по  возрастающим  сте- 
пеням X  показатель  начального  члена  имеет  наибольшее  возможное  зна- 
чение, допускаемое  системой  чисел  т,  п^,  «р...,  п^. 

Для  краткости  мы  будем  говорить,  что  подобный  полином  Ф{х,у} 
имеет  максимальный  порядок  по  отношению  к  заданной  системе  степеней 

'  сѴестѴо*вание° полиномов  максимального  порядка  для  любой  системы 
степеней  является  очевидным  следствием  трансцендентности  функции  е  . 

§  2  Так  как  общий  полином  степени  от  х  имеет  в  своем  со- 
ставе +  1  параметров,  то  в  составе  полинома  Ф  (х,у).  удовлетворяюшіего 
одному  первому  свойству  §1,  должно  быть  /тг +-«0  4-^1 -(-... +  «^+1 
произвольных  параметров.  Поэтому  параметры  всегда  могут  быть  выбраны 
так  чтобы  удовлетворялись  какие-нибудь  т -\г  ^іЛ- -  •  •'^ 
родных  уравнений;  в  частности,  можно  обратить  в  нуль  соответствующее 
число  коэфициентов  начальных  членов  разложения  Ф{х,е'').  При  таком 
выборе  параметров  разложение  Ф(х,е-)  начинается  с  члена,  содержащего 

+   -I-  «1  +  -  +     или  более  высокую  степень  х. 

Тем  самым  мы  можем  высказать  следующую  теорему: 

Если  полином  Ф(х,у)  имеет  максимальный  порядок  относительно 
системы  степеней  т,  п,,  п„ ,,,,      и  разложение  Ф(х,е-)  начинается 
с  члена  Ах\  то  должно  иметь  место  соотношение 
(2)  а^//г  +  /?о  +  ^і  +•  •  •  + 

8  3  Нетрудно  убедиться  теперь  в  справедливости  следующей  теоремы: 

Система  степеней  т,  п,,  п,,...,  определяет  соответствуюг 
щий  ей  полином  максимального  порядка  с  точностью  до  постоянного 
множителя, 

В  самом  деле,  допустим,  что  полиномы 
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эба  имеют  максимальный  порядок  относительно  системы  т,  п^,  п^,,.,,  п^. 
Мы  можем  написать  разложения 

(X,  е^)  =  В^х<^  +  В^^ ,х^^^  +  . . . , 

іричем  коэфициенты  и  обязательно  отличны  от  нуля.  Рассмотрим 
юл  ином 

Ѳ  (^, ;/)     В,Ф  (X,     -  Л/Р  (х,  ,ѵ)  =  2  Й*Г 

Равенство  ^^1  =  В^'-о^  —  Л^^]^^  показывает,  что  степень  не  превосходит 
іисла  Пі^.  Но  из  разложений  функций  Ф{х,е^),      {х,  е^')  вытекает,  что 

Ѳ(х,      =(ВА^і -Л^В^^,)х^^^  +. . . 

Іолученное  равенство  совместимо  с  максимальным  свойством  полиномов 
Р{х,  у)  и  ^^{х,у)  только  в  том  случае,  если  полином  Ѳ  (;^,  г^)  тожде- 
:твенно  равен  нулю.  На  основании  трансцендентности  функции  от- 
:юда  следует,  что  полином  В{х,у)  также  тождественно  равен  нулю,  т.  е. 

[ТО  и  требовалось  доказать. 

I  §  4.  Предполагая,  что  полином  (1)  имеет  максимальный  порядок  от- 
[осительно  системы  степеней       я^,  я^..,,  я^,  напипіем  равенство 

3)  Ф  {X,  е^}=^  '^,  (х)  еі^^ +     (х)     Л^х^  + . , . 

.'ак  как  степень  полинома  ^^{х)  не  превосходит  п^,  то  диференцируя 
Равенство  (3)  раз,  мы  получим  соотношение 

іо 

^  •  *  ^  ^ 

де  фд,  (х)  —  полином  от  х  такой  же  степени,  что  и  ср^  (лг).  Положим 
о  г  да 

т— 1 

'  ^  (X,    г-  2  фд,  м  ^('«"■і -^*)^. 

\  ПОМОЩЬЮ  соотношений  (5)  и  (4)  это  равенство  переписывается  в  виде 
1)        Я^(х,  ^^)  =  ^-^[а(с?— 1)  . . .  (о  —  п^А^х'-^ш-^  = 
.|  =-а(а  -  1)  , . .  (а  -      Л,л:^~«--і      _  ^ 

'і  Обозначим  через  показатель,  аналогичный  а  и  определяемый  поли- 
ОМОМ  максимального  порядка  относительно  системы  степеней  т  —  \, 
о,  /г^,  . . .,  п^_^.  Равенство  (7)  показывает,  что  имеет  место  соотношение 

ІЗ)  а^^а  —  ^^— 1. 

♦  85 


Если,  далее,  обозначить  через  показатель,  определяемый  полиномом 
максимального  порядка  относительно  системы  степеней  т  —  р,  п^,  п^,  . .  . , 
^т-р'  аналогии  с  (8)  можно  написать 

Полагая  р=.ту  мы  ридим,  что  определяется  полиномом  максимального 
порядка  относительно  системы  степеней  О,  щ\  но  в  этом  случае  Ф(х,у)  = 
=  сро  (х)  =  полиному  степени  не  выше  щ.  Максимальный  порядок,  оче- 
видно, будет  достигнут,  когда  срд  {х)  будет  одночленом  степени  щ\  отсюда 
имеем 

ПО)  а„  =  «„. 

Придавая  в  (9)  числу  р  последовательно  значения  1,  2,  т  и  скла- 
дывая почленно  полученные  неравенства,  будем  иметь 

^т'^^  —  ^т  —  ^т-!—'-'—^!  —  ^-  . 

Равенство  (10)  позволяет  переписать  это  соотношение  в  виде 

а  <  т  -}-  Яо  +  ^^1  +  •  •  •  +  ^От- 
соединяя полученный  результат  с  соотношением  (2),  получаем 

(11)  а  =  /я  +  /го  +  Яі+  . . .  +я,„. 

Таким  образом  в  соотношении  (2)  знак  неравенства  на  самом  деле  не 
может  иметь  места. 

§  5»  Нетрудно  убедиться  на  основании  (11),  что  в  соотношении  (8) 
также  всегда  имеет  место  знак  равенства.  Отсюда  следует,  что  определен- 
ный равенствами  (5)  и  (6)  полином  4{х,  у)  имеет  максимальный  поря- 
док относительно  системы  степеней  /я~1,  ^ѵ---^^гп~і' 

Теорема  §  3  показывает,  что  всякий  другой  полином  максимального 
порядка  относительно  той  же  системы  степеней  может  отличаться  от 
^{х,у)  лишь  постоянным  множителем. 

Таким  образом  мы  имеем  возможность,  располагая  полиномом  макси- 
мального порядка  относительно  системы  степеней  т,  п^,  я^;...,  я,^^, 
получить  полином  максимального  порядка  относительно  системы  степеней 
т — 1,  Яо,  Яр  ...,я^^_^  с  помощью  повторного  диференцирования.  Это 
обстоятельство  не  имеет  непосредственного  практического  значения.  Одна- 
ко замеченная  связь  полиномов  может  быть  использована  в  обратном 
направлении,  и  тогда  получаются  весьма  удобные  приемы  разыскания 
максимальных  полиномов. 

§  6.  Предположим,  что  полином 

(12)  ч'(.ѵ.  ѵ)  =  2  Ф*'А-)ѵ"-':* 

является  максимальным  для  системы  /я— 1,  Яо,  я^,  .  .  я^_р  Если  опре- 
делить яо^ггяожм      (х)  при  к  =  0,  1,         т — 1  соотношениями  (5): 
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то  полином 

'(13)  Ф  {X,  3»)  =  2     іх)у'"-'  +  (X) 

при  соответственном  выборе  ср^  (х)  будет  максимальным  относительно 
системы   т,  п^,  я^.   На   основании   теоремы  §  3   всякий  другой 

максимальный  полином  может  отличаться  от  него  лишь  постоянным  множи- 
телем. 

Так  как  равенство  (5)  должно  быть  использовано  для  нахождения 
искомого  полинома  ср^  (х)  по  заданному  полиному  (х),  то  его  нужно 
переписать  в  виде 

(14)  ср^(л:)г=:0(^~'^)^^ф^(л;)^('"~^)^^х^ш4-^  , 

Здесь  мы  присоединили  постоянный  множитель  С,  один  и  тот  же  для 
всех  к.  Равенство  (14)  вполне  определяет  (х),  так  как  постоянные 
повторного  интегрирования,  очевидно,  вполне  определяются  тем  условием, 
что  ср^  (х)  должен  быть  полиномом. 

Из  всех  коэфициентов  полинома  Ф  (х,  у)  только  один,  последний, 
(х)  должен  определяться  независимо  от  коэфициентов  предшествую- 
щего полинома  Чіх.у). 

§  7.  Фактическое  вычисление  полиномов  ср^  (х)  не  представляет  ни- 
каких затруднений.  В  самом  деле,  при  вычислении  по  формуле  (14)  нас 

интересуют  только  те  значения  интеграла  ^  ф  (х)  е^^  йх^,  которые  имеют 

вид  Г[х)еР^,  где  Р — полином,-  А  в  таком  случае  вполне  допустимо 
написать  равенство 

(15)  \^[х)с''ЫхЧ=^^^{<Ъ(х)еР'\ 

И  воспользоваться  для  вычисления  правой  части  известной  формулой 
Лейбница  для  диференцирования  произведения  двух  функций.  В  самом 
деле,  формальное  применение  правила  Лейбница  дает  в  нашем  случае 
конечную  сумму  типа  Р  (х)  еР^ ,  и  точность  соотношения  автоматически 
устанавливается  с  помощью  ^-кратного  диференцирован|ія. 
Применение  формулы.  Лейбница  дает 

{ еР^  ф  (X) }  =        (еР-)  Ь[x)^[-^)  (еР^)  ф'  (х)  + 

_ ?(?  +  1)(<7  +  2)  гР^  _^ 

1  ■  2  •  3      рч*'^^    (^)  I   •  ■  • 
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Отсюда  получаем  равенство 

Так  как  ф —  полином,  то  ряд  (16)  автоматически  обрывается  и  дает  нам 
полиномиальное  значение  интеграла  е~Р^  '\^'^  (х)  еР^  йх^ , 
§  8.  Пусть  полиномы 

т 
т—1 

будут   максимальными   соответственно  для  систем  т,  п^,  п^, 
т—\,  Яо,  п^,  '••''^щ-.і*   Равенства   (14)   и   (16)   позволяют  написат 
рекуррентную  формулу 

('^т  +  1)(«т4-2)(«^-Н"3) 


1  .  2  .  3 


где   можно   последовательно   положить   ^  =  0,  1,         /тг-— I.  Полином 
(-^)  может  быть  получен  как  сумма  первых  членов  степенного  разложе- 
ния функции 

т—1 

до  порядка  включительно. 

Вычисление  полинома  ^^{х)  вообще  требует  более  сложных  действий, 
чем  вычисление  остальных  полиномов.  Однако  в  наиболее  интересных 
случаях  полином  ^^{х)  может  быть  найден  без  всяких  дополнительных 
вычислений  по  соображениям  симметрии,  что  будет  показано  впослед- 
ствии. 

§  9.  В  качестве  примера  мы  рассмотрим  случай,  когда  числа  со- 
ответственно суть 

Яог^О,    п^=1,    /^2  =  2,  п^  =  т. 

В  этом  случае  мы,  очевидно,  разыскиваем  алгебраическую  кривую 
т-го  порядка,  имеюпдую  при  х  =  0  наивысшее  соприкасание  с  линией 
у  =  е^'.  При  /?г  =  1,  очевидно,  можно  принять  фд=1,  ф^  = — {\-\-х). 
При  т  =  2  можно  воспользоваться  формулой  (17),  которая  дает 

<Ро=С.2-зфо  =  |,    ^і  =  С(ф,-Зф;)  =  С(2-ж). 

проще  всего  принять  С=8.  Полином  ^<^(х)  составляется  из  начальных 
слагаемых  в  разложении  функции 

—  сроб2^  —  срі^^  =  _         8  (2  —  х)  е^, 
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откуда  получаем 

Таким  образом  для  системы  степеней  2,  О,  1,  2  максимальные  свойства 
имеет  полином 

(18)  (х, у)        ^.^{2-^х)у~-17—\0х  —  2х\ 

Уравнение  Ф^{х,у)==0  представляет  коническое  сечение,  имеющее  в  точ- 
ке (О,  1)  с  кривою  у  =  е^  соприкасание  наиболее  высокого  порядка. 

Наконец,  пусть  ш  =  3,  фо=Ь  фі  =  8(2  — лг),  ^^  =  '-~  \7  —  Юх — 
—  2x2,  (;;-_81.  Формула  (17)  при  к:=0,  1,  2  дает  равенства 

ср^=.1,    ^^=:^1{4-~-х),    (0^  =  81  (^17  4- 6х-- 2x2). 

Кубический  полином  '-рд  (х)  совпадает  с  совокупностью  начальных  слагае- 
мых разложения  функции 

откуда  получаем 

срз  (X)      1214  +  ^  X  4-  1 17x2  +  9x3. 

Таким  образом  для  системы  степеней  3,  О,  1,  2,  3  максимальные  свой- 
ства имеет  полином 

(19)  Фз  (X,  ^)  =  2з;3  4-  81  (4     х)У  4- 162  (»~  17  +  бх  —  2x2) 3;  + 

4-  2428  4-  1 209х  4-  234x2  4  1 8хВ. 

Уравнение  Ф^{х,  у)  =  0  дает  плоскую  кривую  третьего  порядка,  имею- 
щую в  точке  (О,  1)  соприкасание  наиболее  высокого  порядка  с  показа- 
тельной кривой  у  =  е^. 

§  10.  Здесь  мы   рассмотрим   случай,  когда   ш=1,  а  числа  и 
остаются  произвольными. 

При  т==0  мы  согласно  §  4  имеем  '^^  =  х"к  Формула  (17)  при  к  =  0 
дает 

(20)  ^,(х)^с{ф,^(я,  +  1)ф;4^^:^|^ 

"^"  Ь2.3  Фо  = 

_  С  {  х-о  ^  (п,  +  \)п,  х«»     4  І!1±21І^1^Ц^  ^«0-^2 _ 

^  (^і  +  3)  (яі  +  2)  {щ  +  1)  п,  іпр  -  1)  (^о  _  2)      _з  ,  \ 
1.2.3  — ™-         Г  •  -  /• 

Для  вычисления  ср^  (х)  можно  воспользоваться  следующими  соображе- 
ниями. Имеем  равенство 

сро  (х)     4- срі  (х)  =;лхі ^•^-«і  4-  . . . , 

которое  после  замены  х  на  — х  дает 

х)б-^4-срі(— х)  =  ±Лхі+'^+'^4- , , 
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или  после  умножения  на 

срі  (—  х)     -|-     ("  -^)  =^  і  Ах^-^"^-^"^  4-  •  .  . 

Последнее   соотношение   показывает,  что  полином  ср^  ( — -^)>'-|-^о( — 
должен   быть  максимальным  для   системы  степеней  1,  /г^,  п^,  а  потому 
срі  (л:)  отличается   лишь   множителем  от  ср^  ( — х),  где  ср^  (лг)  вычисляется 
согласно  формуле  (20)  для  системы  1,  я^,  п^;  таким  образом  получаем 

(21)  ^^(^)^С'(х-^  +  (я,+  1)/гіЛ:«-і-{- 

"Г  1.2  ^       -і-  .  .  .  I  . 

Между  постоянными  С  и  С'  должна  быть  зависимость,  которую  нетрудно 
найти  на  основании  равенства 

?о(0)  +  >?і(0)  =  0> 

вытекающего  из  разложения  функции  <Ро^^4~"?г  Так  как  в  силу  равенств 
(20)  и  (21) 

'Ро  (0)  =  (-  1)"»  («1  +  1)  («1  +  2)  .  .  ,  (й,  +  «„)  С, 
<?і  (0)  =  (Яо  +  1)  («о  +  2)  .  .  .  («„  +  Пі)  С, 

то  получаем  соотношение 

(_  1)  („^  _^  2)  .  .  .  (йі  +  «„)  С4- 

+  к  +  1)К  +  2) . . .  КЧ-«і)  с = о, 

которое  можно  написать  в  виде 

Иногда  удобно  выбор  постоянной   С  сделать  с  помощью  условия 
(0)  =  1 ,  откуда  получаем 

(-1)^0   1  

(/2і  -і-  1)  . . .  (/21  Н-  щ)  '  (яо  Н-  1) . . .  (яо  4-  Щ)  ' 

Равенства  (20)  и  (21)  могут  быть  переписаны  теперь  в  виде 

Ъ\^}-'     «іН-л^о     '  1.2(яіі-Яо)(яі4-/2о-1) 


(22) 


«о  («о  —  1)  («о  —  2)    3  , 

 ^\  л  -|~ .  .  . , 


1.2-3  («1  4- ло)  («1  -|-«о— 1)  ('^х  +  '^о— 2) 


I  /21  (/21—  1)  (/21  —  2)   , 

І  -Г  і.2.3(яі-[-яо)(/гі  +  /го-1)(/2і-|-/2о-2) 

Формулы  (22)  были  указаны  Паде,  который,  однако,  получил  их  совер- 
шенно другим  путем  1). 


1)  См.  Н,  Р  а  (1  ё,  Мётоіге  зиг  Іез  сіёѵеіорретепіз  еп  ігасііопз  сопііпиез  (1е 
1а  іопсііоп  ехропепііеііе...,  Апп.  Ёсоіе  Ыогт.  (3),  1.  16  (1899).  См.  также  О.  Р  е  г- 
гоп,  Оіе  ЬеЬге  уоп  сіеп  КеиепЬгіісІіеп,  1913,  Кар.  10,  Оіе  РаёёзсЬе  ТаіеІ. 


49 


§  п.  Здесь  мы  рассмотрим  случай,  когда  число  т  остается  произ- 
вольным, а  все  числа  п^,  п^,,..,  п^^  равны  между  собою: 

(23)  П^=П^=.  ,  .  ,:==:П^=^П. 

Равенство  (17)  в  этом  случае  принимает  вид 

К^Ѵ     "^и  —  ^  \  ^гп-к)п-^-^^к     {т-Щп-^-^^к^  \'2{т-к)п-^^^^  }' 

Здесь  к  =  0,  \,...,  т — 1.  Однако  вычисления  могут  быть  сокращены 
наполовину.  В  самом  деле,  пишем  равенство 

т 

(25)  '^Ф^{х)е^'^-^^'^  =  Л^х^-\- 

/г=:0 

заменяем  х  на  —  х  и  затем  умножаем  обе  части  на  е'^^  1  ^  тх  -{-...: 
получаем  соотношение 

т 

которое  можно  переписать  в  виде 

т 

2^,(--х)  е^^  =  А^(~-\ух^-{~,.., 
или,  после  замены  к  ш  т  —  к: 

т 

(26)  2 ^'^,  (_1)«л:'+  .  .  . 

Умножая  (26)  почленно  на  ( — 1)"'  и  вычитая  из  (25),  получим 

(27)  ^Ы^)-(- \У'^^^^^,(-х)]е^^-~^)-  =  Вх^^\^г  .  .  . 

Так  как  степень  полинома  (р^ (л:)  —  ( — — х)  не  превосходит  я,  то 
соотношение  (27)  совместимо  со  свойством  показателя  а  только  в  том 
случае,  когда  обе  его  части  тождественно  равны  нулю.  Отсюда  получаем 
тождество 

(28)  <Р*(^)==(-1)'<?«-*(-^)- 

Полагая  к  =  т,  получаем  недостававшее  равенство  для  вычисления  ^^(аг), 
именно 

(29)  <р„(д;)  =  (-1)'ср„(-х). 

Равенство  (28)  позволяет  наполовину  сократить  вычисление  полино- 
мов Ф^^{x). 

Нетрудно  видеть,  что  соображения,  с  помощью  которых  были  полу- 
чены равенства  (28) — (29),  сохраняются  полностью,  если  вместо  усло- 
вий (23)  предположить,  что  для  всех  значений  к  выполняется  равенство 
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§  12.  Рассмотрим  ближе  случай,  когда  =  Мы  будем  пользоваться 
при  этом  обозначением 

(31)  Ф„(х,  у)  =  '^„.„Г  +  <?і,«Г-Ч----+ч'*,.Г-*4-. ..+<?„,«• 

Здесь  все  коэфициенты  являются  линейными  функциями.  Равен- 

ство (24)  дает  нам  рекуррентную  формулу 


(32) 


[  (/Л  —  (Ш  —  ,^)3  ^ 


Так  как  в  этом  случае  а==2т  -\-  \,  то  равенства  (28)— (29)  дают 

(33)  {X)  =  -  ср^^,^^  (—  X),    ср^^^  (х)  ^     сро^^  {--X}. 

Всего  удобнее  выбрать  С^^т^. 

Сначала  принимаем  т  =  1;  формулы  (20)  и  (21)  дают 


(34) 


х™"2,    (р^д==х  +  2. 


Для  /?г  =  2  получаем  с  помощью  формул  (34),  (32),  (33) 


(35) 


^0,2 


X 


І.2 


92 


(36) 


(37) 


Для  /га  — 3  получаем  с  помощью  формул  (35),  (32),  (33) 

Для  /га  =  4  аналогичным  путем  получгем 

2      2  2  (         2      2  \ 

,Тм  =  4Ч-  +  |  +  |).    ?м  =  -  +  Т  +  1  +  1  +  |- 
Для  /я  =  5  получаем 

{  2       2       222  ^„/222\ 

(38)]>?,,5=10^(х-|),    %^,=  10^(^-1-1), 


2_ 
5  * 


Рассматривая  равенства  (34) — (38),  нетрудно  путем  индукции  притти 
к  следующим  соотношениям; 
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(39) 


•  0,/й 


т—\ 

/  т  {т  —  1)\2/        о  Ѵ^"  ^  \ 


т— 2 


т'{т—1).,.{пг  —  р-{-1)\^ 


1.2.3....  Г(— 2  Е  1) 

/И— 2 

т  I 


/^  =  3 


Если  т  — число  четное,  то  средний  коэфиииент  ср;и/2,т  определяется  ра- 
венством 

(ш  \  ^  ^ 

т—  2  +  1  / 


(40) 


г/2,, 'И 


1.2-3. 


т 


Равенства  (39)  и  (40)  могут  быть  доказаны  переходом  от  т  к  Ь 

Для  оценки  точности  получаемых  приближений  рассмотрим  корни  лг^ 
уравнений  первой  степени  Ф^^(х,  2)  — О,  которые  должны  быть  близкими 
к  числу  Іп  2  =  0,69314718.  После  нетрудных  вычислений  получаем 


=  — =  0,67,  X 


^  =0,6923,    а:з  =  ||І  =  0,6931 2, 


2~  13 

^^^Ш^^'^-^^^"^^^'  ■^5-=ЙЖ-=0'69314715. 

Эти  результаты  показывают,  что  числа  Хщ  при  возрастании  т  стремятся 
к  пределу  1п  2  со  значительной  быстротой. 

§  13.  С  помощью  изложенных  приемов  нетрудно  получить  в  каче- 
стве примеров  следующие  полиномы:  ^ 

Ф^^2=-(л:2  — 6л:+  12);;  — (л:2-4-6л:+  12), 

ф^'^з  =  (л:2  -  9аг  +  24);/2     §  (д;2  _|_  е)^  _^  д;2  ^  9д^  24, 
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27  (х^  +  3х  +  9)у—[х^+\\х  ^  34І )  , 
ф^^^     (;сЗ      1 -|-  бОх  —  1 20) 3/  +  х^  ~\- \2х^  +  бОх  +120, 
Фз^з     (хз  —  1 8x2  -(-  1 23х  —  3 1 5)_з;2  _^  1  б  (л:3  4-  24:х)у  -\- 
4-л:3+18а:2+ 123Х+315, 

Фз,з  =  { -  22x2  -і-  1 77  I X -  523 1 )  + 

+  81  (хз  —  6x2  4_  39;^     63)3/2  ^  8 1  (хз  -[»  6x2  ^^       +  бЗ);;  + 
+  хЗ +22x2 +  177-1- X +523^. 

Для  проверки  можно  воспользоваться  корнями  уравнений  Ф^^(1,з;)  =  0, 
которые  мы  обозначим  через  У]^^  Числа  ^  с  возрастанием  индексов 
тип  должны  приближаться  к  е.  Выполняя  вычисления,  мы  получим 

Ѵ  =  У  =  ^'^^^'    712^2  =  2,71824,    г^з2  =  2,71828220, 
7]і^з  =  -5^=2,71831,    г^2,з  =  2,718281837, 
^3^3  =  2,718281828467  ^  ^  +  8.10-і2. 
Отсюда  видим,  что  числа  т^^  ^  стремятся  к  ^  со  значительной  быстротой. 

Можно  поставить  задачу  о  разыскании  общих  формул  для  полино- 
мов ^д;(х)  при  /г  =  2,  3,  ...  Эти  формулы  могут  быть  найдены  с  по- 
мощью соотношения  (17)  и  решения  систем  уравнений  в  конечных  раз- 
ностях. Однако  ввиду  сложности  получаемых  выражений  мы  не  будем 
останавливаться  на  этих  вычислениях. 

§  14.  Рассмотрим  теперь  случай  ш  =  1 ,  П(^=  п^=п.  Имеем  а  =2/г  +  1 , 
(— 1)в  =  _1.  Формулы  (20)  и  (21)  дают 

;^)  =  -~Ф.(--^)  +  ФпМ' 

где 

/^іч         I      /    ч  и    I     /        I     іч         «    1     1    ('^  -Ь  2  )  (л  4-  1)Я  (я         1)      «    о  I 

(41)  ф^(х)  =х'^+  (я  +  1)  /гх'^-!  +  ^  ^        Ь 2   ^'х^-2  +  .  .  . 

Вследствие  максимальности  полинома         можем  написать 
-    ф„  (-  X)  +  ф„  (х)  ^  А^"-"  *'  +  ..., 

X 

Причем  Л^ФО.  Умножая  обе  части  этого  равенства  на^  ^  =  \  — ^+..., 
получим  соотношение 

X  X 

Так  как  в  левой  части  здесь  стоит  нечетная  функция,  то  справа  мы 
должны  иметь  только  нечетные  показатели,  т.  е.  полученное  равенство 
в  более  подробном  виде  переписывается  так: 

(42)  Г"^4.,(х)-е^'^„(-л)=Л„л2«.і4_5^^2«.з_}.... 
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Заменяя  п  на  й — 1,  получаем 

(43)  -  Д        {-X)  =  Л^і.х^"-'  +  +  .  . .  , 

причем  А    1  Ф  0.  Умножая  обе  части  равенства  (43)  на  -^-^  лг^  и  затем 

"~  /1^-1 
почленно  вычитая  из  (42),  получаем 

{    (^)-  1  (^)  }  -     {    (-       Д  (-^)'    (-  -^) }  = 


А„_лВ„-~  А,,В 
Если  положить  для  краткости 


-^л  - 1 

то  полученное  равенство  переписывается  в  виде 

X  X 

е"  ^^(х)~--е^%  (—  X)  =  Сх2^+з      _  ^ 

или 

Так  как  степень  полинома  6  (л:)  равна  п-]-1,  то  на  основании  теоремы 
§3  Ѳ  (х)  отличается  лишь  постоянным  множителем  от  сЬ^^^  (х).  Поэтому 
должно  иметь  место  равенство 

(44)  Ф„.і(-^)=СіФ„М  +  С2^'^Ф„-іМ. 

где  Сі  и  С2 постоянные.  Так  как  старшие   коэфициенты  полиномов 
^  Р^зны  единице,  то  Сз—І.  Для  определения  полагаем 

х  =  0;  получаем 

(л  -|-  2)  (я  4-  3)  ...  (2/2     1)  (2/7  +  2)  ^  Сі  (/2  4-  1)  (/г  +-  2)  .  .  .  2/2, 
откуда  находим      —  4я     2.  Равенство  (44)  принимает  вид 

(45)  ф„,і(х)  =  (4/гН-2)ф„(х)+ж2ф„.,(^). 

Таким  образом  полиномы  (х)  можно  вычислять  на  основании  рекуррент- 
ной формулы. 

§  15.  Определим  полином  ^^(х)  с  помош.ью  формулы 

(46)  сЬ„(х):=.(/2+1)(/г-1-2)...2/2Ѳ„(х)» 
Нетрудно  получить  равенство 

(А7)  Ѳ  Ы  —  1   і    ^х  п{п~-1)  I     л(я~1)(/2-2)  , 

І^^і   '^И-^>'— і -Г  2^-^^  2!2я(2/г-1)"  ^  3!  2/2  (2/г  -  1)  (2/г  -  2)  *  *  * 

Равенство  (47)  позволяет  установить  соотношение 

X 

(48)  1іте^(х)==:^е2. 
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Для  этого  достаточно  сослаться  на  абсолютную  сходимость  степенного 
разложения  функции  е'^  и  обратить  внимание  на  то,  что  члены  суммы  (47) 

X 

по  абсолютной  величине  меньше  соответствующих  членов  ряда  для  е^, 
причем  пределом  любого  члена  из  состава     {х)  при  п-^оо  служит  со- 


ответствующий член  ряда  для  е 
Аналогично  имеем 


Далее, 


■г-»- 00 


и,  значит, 

(49)  Нш  -М1_  =  _^,=,х. 

п-^оо^а{—  X)  е 

§  16^  Нетрудно  получить  рекуррентную  формулу  для  Ѳ„(х).  Мы 
должны  иметь  соотношение  типа 

(50)  Ѳ„,і(х)  =  СіѲ„(х)  +  С2х2  9„.і(х), 

где  Сі  и  Сз  —  постоянные.  Так  как  (0)  —  1  ^  то  полагая  л:  =  О,  полу- 
чим Сі  =  1.  Для  определения  приравниваем  коэфициенты  при  х'^ 
в  обеих  частях  равенства  (50);  получаем 


4(2л-і-1)  4(2л~і 

1 

(4: 


откуда  ^     474^УІГТ\  •  Равенство  (50)  принимает  теперь  вид 


(51)  в„,,(х)  =  0„(х)  +  ^-^і::^^9„_і(х). 

Положим  теперь  (2)  Ѵ^,  Числа  определяются  рекуррентной 
формулой 

(52)  Ц,..  =  ^л  +  4^ 

и  начальными  условиями 

(53)  ^0====^'  С/і-==2. 

Из  равенства  (48)  вытекает,  что  Ііт  Ѵ^^е.  Кроме  того,  формула  (47) 
дает 

\о'±}  и^-^і-х-іх-  212/г  — Зі  (2л  —  1 )  (2я  —  2)  »^  '  *  * 

.    1  (2/г  —  2) . . .  (2/г  —  2/г  +  2) 
•  •  -"Г  1й 


«!(2/г— і)...(2я  — Л4- 1) 
§  17.  Формула  (45)  дает  соотношения 

( ^   + '""^ + ' 

*  ^  и„Фі(--^)=(4«+2)({,„(-^)+жгф^_^(_^). 

46 


Так  как     (х)  =  1 ,      (х)^х~\-  2,  то  имеем 

Эти  равенства  в  соединении  с  соотношениями  (55)  приводят  к  формуле 

6  і-  — 


д:2 


14  ~Н  . 


Так  как 


4^™.  2* 


^  1! 

то  отсюда  получается  известная  формула  Эйлера-Ламберта 

2х 


(57)  ^-^=1  + 


2     X  -I- 


14  + 


4/2  -Г-  2  + 


Так  как  предыдущий  анализ  установил  существование  предела  (49) 
независимо  от  значения  числа  х,  то  бесконечная  непрерывная  дробь  (57) 
должна  быть  сходящейся  при  любом  х. 

Отсюда  нетрудно  установить,  что  числа  т]^  ^  §13  являются  подхо- 
дящими  дробями  порядков  Зт  —  1  разложения  е  в  обыкновенную  не- 
прерывную  дробь. 


\ 


Зиі^  ЬЕ  СОЕРРІСШЫТ  ОЕ  СОН№ЬАТІОЫ. 
Раг  В,  Н  о  5І  і  п  8  к  у  (Вгпо). 

Іпігойисііоп.  Ье  Ъпі  сіе  се  Ігаѵаіі  сопзізіе  а  гесЬегсЬег  Іез  сопсІіііопз 
пёсеззаігез  еі  зиШзапІез  роиг  ^пе  1е  соеШсіепІ  йе  соггёіаііоп  /?^^  епіге 
1е  т^^^^  еі  1е  п^^^^  Іегте  й'ипе  сЬаіпе  зітріе  сіе  Магко!!  зе  гёіиізе  а 
ипе  іопсііоп  сіе  Іа  (Ііііггепсе  п  —  т.  І.е  гёзііІМ  (ѵоіг  N0  3  е1  5  йе  се 
Ігаѵаіі)  регтеі  йе  ргёсізег  Іез  геіаііопз  епіге  Іез  сЬаіпез  (1е  Магкой  е1  еп- 
Іге  Іез  зиііез  сІе  ^иапіі1ё5  аІёаЫгез  арреіёез  раг  А.  КЬіпкІііпе  зсііёте 
51ос11а51і^ие  зіаііоппаіге  і). 

Ьа  тёіЬосІе  етріоуёе  сіапз  іа  зиііе  езі  ѵоізіпе  сіе  сеііе  .^^1е  поиз  аѵопз 
етріоуёе   йапз   ип  ігаѵаіі   ргёсёсіепі   риЫіё  еп   соИаЬогаІіоп  аѵес  і.  Ро 
Іосек  2). 

1.  8оіепІ:  х^'^\  х^^\  .  .  .,  х^^\  .  .  .  ^иап1і1:ё8  аіёаіоігез  еі  зиррозопз  ^це 
сЬасипе  (Зе  сез  даапіііёз  гедоіѵе  ипе  сіез  ѵаіеигз  а^,  «2,  . . .  ,  еі  ^т 
Іез  ргоЬаЬіІііёз  соггезропсіапіез  зоіепі:  Ііёез  еп  ипе  сііаіпе  зітріе  сіе 
Магкоіі. 

Ьа  сЬаіпе  езі  сіёііпіе   раг  Іез  ргоЬаЫШёз         (я  —  1 ,  2,  3,  , .  .  ; 
=  1,2,  ...  ,  г),   роиг  ^ие   Гоп  аіі  х^^^==а-,  еі  раг  Іез  ргоЬаЬіІІіёз  р^^ 
(г,  к=\,  2,  . .  .  ,  г),   роиг  ^ие  Гоп   аіі  л:^'^+і)  =  а^,   ёіапі  сіоппё  ^т 
хі^)  =  а..  Оёзі^попзраг         1а  ргоЬаЬіШё  сіе  Гё^аіііё  х^'^"^'^)  =  а^,  ёіапі 
йоппё  ^т  л:^^)=а..  Ыоиз  аѵопз 

/=1 

(я=--1,2,3,  ...), 
(2)  Р'^^"'-'^'^^РТ^Рік    («=-1,2,3,  ..О. 

г=:  1 


1)  А.  КЬіпісЫпе,  Коггеіаііопзіііеогіе  сіег  зіаііопагеп  зіосЬазіізсІіеп  Рго- 
геззе,  МаШ.  Аппаіеп,  і.  109  (1934),  р.  604.  [Русский  перевод  в  „Успехах  мате- 
матических наук",  вып.  V,  стр.  42 — 51.  Ред.]  ^ 

2)  В.  Нозііпзку-І.  Роіосек,  РгІзреѵек  к  Шеогіі  МагкоѵоѵусЬ  Тоіеги 
(Козргаѵу  Сезкё  Акасіетіе,  II  1г.,  Ргаііа,  зѵ.  ХЬѴ,  1935;  ргёзепіё  1е  18  осіоЪге 
1935).  Ѵоіг  аиззі  1е  гёзитё  сіе  се  Ігаѵаіі:  СЬаіпез  сіе  Магкой  іпѵегзев  (Виііеііп 
Іпіегпаиоааі  <іе  ГАсасІётіе  сіез  Зсіепсез  сіе  ВоЬёте,  1935), 
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2.  Зой  Е{х)  Іа  ѵаіеиг  тоуеппе  (езрёгапсе  шаШёпіаіідие)  сіе  х.  Ыот 
аѵоп5 

Шіх^'')  -  Е{х^^Щ^Е{хі^'^)'~-Е{х^^^)^0, 
Е[{хі-Щ==^р{^^аІ 

ЕЦх^^Щ  -  [Е  (х(^))]2  ==  2  М'^^  а?  —  [  І]  Р^-Ч] 

Ье  соеШсіепі  гіе  соггеіаііоп  /?^^  епіге  х^'^^  еі  х^^^  (поиз  зиррозопз 
^ие     <1  /г)  езі  сіоппё  раг  1а  іогтиіе 


Іп1го(1иІ50П5  таіпіепапі  Іез  диапіііёз  ^/^"^)  раг  Гё^иа1іоп 


П  гёзиііе  гіе  сеііе  йёііпіііоп  дие 

Л(У'^))=:0    роиг         1,2,3,  ...  , 
^[(;;И))2]=:1    роиг  /;г==- 1,2,3,  ... 

еі 

Ье  соеШсіепІ  сіе  согггІаМоп  епіге  лг^'^^  еі  х^^'^  езі  сіопс  ёо-.іі  я  ^а- 
Іеиг  тоуеппе  сіи  ргосіиіі  у^^"-) у^^), 

3.  Зоіі  ру'^)  1а  ѵаіеиг  ^ие  ргепсі  ^'('^)  ^^1ап(і  х^'^^^ау;  ішио  ^ѵоіш 

Ьа  ргоЬаЬіІііё  (1е  Гё^аіііё  _у(^)  =        езі  ё^аіе  к  р^р\  йопс 
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Сеііе  Іогтиіе  топіге  ^^Iе  сіёрепсІ  еззепНеІІетепІ  сіез  сіеих  іпйі- 
сев  т  еі  п\  роаг  дие  гЫиізе  а  ипе  /опсйоп  зеиіе  ѵагіаЫе 

п  —  т,  и  /аиі  еі  И  8а//іі  дие  Лез  диапШёз  р^'^\  р^р\  ...  ,  р^р^  зог- 
епі  шйёрепйагйез  йе  т,  с' езі-а-сііге  дие 


(3) 


Ьа  (іегпіёге   Іі^пе   (3)  езі   ипе  соп5ё^иепсе  (іе  г— 1  ргёсёсіепіез,  саг 

/7<'^)  +  +  .  .  .  +  /?<^>  =  1 . 

4.  Оапз  1е  саз  ой  Іез  Іітііез 

Я,,=  1іт  Р(,") 

ехізіепі,  II  зиіШ,  роаг  заіізіаіге  аих  соп(1іііоп5  (3),  сіе  ргепсіге 

^(1)_р(2)_  ,  ^  ,  ^ріп)^  . . .  _р^^    (^=1,2,.,.,  г), 

ой  5  езі  ипе  ѵаіеиг  ііхе,  таіз  агЬіІгаігетепІ;  сііоізіе  рагті  1,  2,  ...  ,  г. 
Саг,  5і  Гоп   розе,   (іапз  1а  іогтиіе   (1),  е1  зі  Гоп  у  Ы\  т  аи^- 

тепіег  іікіёііпітепі,  оп  оЫіепі 

г 

.  ^  2  Рік^ 

йопс 


г=1 

сотте  Гехі8'е  1а  сопсііііоп  (2). 

Ье  соейісіепі  сіе  соггёіаііоп  зега  аіогз  гергёзепіё  раг  1а  Іогтиіе 

(4)  ^п,„==^^Р.іР\Г""Мі' 

/ж  1  і 

ой 

г 


пе  с!ёреп(1  раз  (1е  т. 

Оапз  1е  саз  рагіісиііег  ой  Ьиз  Іез  р^^  зопі  розііііз  {саз  гё^иііег  зиі- 
ѵап!  РгёсЬеІ  ^))  Іез  Іітііез  Р^^.  пе  сіёрепсЗепІ  раз  сіе  5,  і1  п'у  а  ^и'ипе 
зеиіе  тапівге  сіе  заіізіаіге   аих   сопсііііопз  (3).  ІІп  ІЬёогёте  сіе  А.  Коі- 


3)  Ѵоіг  М.  Р  г  ё  с  Ь  е  і,  Сотріётепіз  ^  1а  ТЬёогіе  сіез  РгоЬаЬіІіЧёз  сіізсопішиез 
„еп  сЬаіпе",  Аппаіі  сіеііа  І^.  Зсиоіа  Когтаіе  Зирегіоге  сіі  Різа,  ЗегіеІІ,  ѵоі.  II  (1933), 
р.  131—164 
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шб^ого!!  топіге  ^ие,  зі  Іез  сопсііііопз  (3)  зопі  гетрііез,  Іев  ІітІіез 
(1е  Рі^\  роиг  п  іпііпі,  ехізіепі  е1  ^и'е11ез  пе  ^ёрепйеп!  раз  сіе  і. 

Ьа  !огти1е  (4)  ехргіте  1е   соеШсіепі  сіе  соггёіаііоп  сіапз  Іоиз  Іез  саз 
ой  і1  пе  (Іёрепсі  ^ие  сіе  1а  (ііШгепсе  п  —  т,  Еп  ейеі,  Іез  диапіііёз  Я^^, 
•  -  •  ,  Рзг        У  ^^ігепі,  8'оЫіеппепі  сотте  зоіиііоп  сіи  зузіёте  зиі- 
ѵапі  сі'ё^иа1іопз  Ііпёаігез  к  г  іпсоппиез  р^,  р^,  ,  .  ,  ,  р^: 

к 

Рк^^  ^РіРік    (^--1,  2,  ...  ,  г), 
/  =  1 

5.  Ье  ргосіиіі  РзіР\^~"^^  езі  ё^аі  й  1а  ргоЬаЫІІіё,  роиг  дне  Гоп  аіі 
у(«)  =  ру,  8і  у^"^"^  =  ^ ..  Ёіап!  (іоппё  дие 

поиз  роиѵопз  ёсгіге 
(5) 

ой  еві  1а  ргоЬаЬіШё  сіе  Гёдааііоп        =      ёіапі  йоппё  ^йе 

у^п)—-^   (іоиіоигз  аѵес  т<^п),  Ье  ргосіиіі  (5)  езі  сіопс  ё§;а1  а  1а  ргоЪа- 
Ьііііё  роиг  ^ие  Іез  сіеих  ёдиаііопз  ^/(^)  — еі  у^'^) —     аіепі  Ііеи; 
езі  1е  соеШсіепі  сіе  соггёіаііоп  епіге  у^^"^  еі  у^"-"^  аиззі  Ьіеп  ди'еп1ге  ^/^^^^ 
еі  іі  езі  ипе  іопсііоп  сіе  1а  ѵаіеиг  аЬзоІие  (іе  1а  сіійёгепсе  п~—т, 

п  еі  т  ёіапі  ^ие1соп^иез. 

Еп  гёзитё,  1е  соеШсіепі  сіе  соггёіаііоп  епіге  1е  т^^^^  еі  1е  «іёше  іегте 
йе  1а  сЬаІпе  МагкоіІ  езі  еп  ^ёпёгаі  ипе  іопсііоп  сіе  т  еі  йе  п;  зі  Іез 
СОПСІІІІОПЗ  (3)  зопі  заіізіаііез,  і1  езі  ипе  іопсііоп  сіе  1а  зеиіе  ѵагіаЫе 
\п  —  т\. 

Ье  зсЬёте  зіаііоппаіге  сопзісІёгё  раг  А.  КЬіпісЬіпе  (Іапз  1е  ігаѵаіі  сііё 
(соеііісіепі  йе  соггёіаііоп  ёіапі  ипе  іопсііоп  йе  \  п—~  т\)  езі  ріиз  §^ёпёга1 
^\1е  іез.  сЬаіпез  сіе  МагкоН  еп  се  зепз  ди'і1  сопѵіепі  еп  ^ёпёгаі  а  (іез  зиііез 
сіе  ѵагіаЫез  аіёаіоігез  ^иі  пе  іогтепі  раз  бе  сЬаіпе.  Маіз  ипе  сЬаІпе  зіт- 
ріе  (іе  Магкой  пе  гепіге  сотте  ип  саз  рагіісиііег  сіапз  се  зсЬёте  зМіоп- 
паіге  ^ие  зі  Іез  сопсШіопз  (3)  зопі  заіізіаііез. 

4)  А.  КоІто^огоП,  2иг  Тііеогіе  (іег  МагкоНзсЬеп  Кеііеп,  МаіЬ.  Аппаіеп, 
1.  112  (1935),  р.  155—160. 


р  .  р{п~т)       0[п  -т)  р 
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1{  ГЕОМЕТРИЙ  ТЕОРИЙ  ГАЛУА. 


Б.  Н,  Делоне  (Москва). 

В  высшей  арифметике  еще  со  времен  Гаусса  пользовались  геомет- 
рическими интерпретациями,  а  в  конце  прошлого  века  в  руках  Минков- 
ского  и  Вороного  геометрические  методы  в  высшей  арифметике  образо- 
вали собою  особый  своеобразный  и  весьма  изящный  отдел  математики, 
называемый  геометрией  чисел.  Некоторые  важные  арифметические  задачи, 
как  задача  о  приведении  квадратичных  форм  с  большим  числом  пере- 
менных, задача  о  величине  дискриминанта  алгебраического  поля,  вопрос 
об  обобщении  алгорифма  непрерывных  дробей  на  случай  более  чем  двух 
переменных,  задача  об  основной  области  для  неопределенной  квадратич- 
ной формы,  были  решены  как  раз  этими  методами.  Весьма  любопытно, 
что  аналогичной  этой  геометрии  чисел  „геометрии  алгебры"  до  сих  пор 
не  разработано.  Более  того,  я  не  знаю,  например,  ни  одной  работы,  где 
теория  Галуа  освещалась  бы  геометрически.  Быть  может,  причина  этого 
лежит  в  том,  что  сами  те  вопросы  теории  Галуа,  в  которых  эти  методы, 
очевидно,  должны  сыграть  большую  роль,  начинают  ставиться  лишь  в 
последнее  время.  К  числу  таких  вопросов  относится  одна  из  важнейших 
до  сих  пор  не  решенных  задач  алгебры,  так  называемая  обратная  задача 
теории  Галуа.  Под  прямой  задачей  теории  Галуа  мы  понимаем  следую- 
щую задачу,  решенную  самим  Галуа:  выяснить,  от  чего  зависит  алгеб- 
раическая структура  поля,  образованного  заданным  уравнением;  оказы- 
вается, как  выяснил  Галуа,  что  это  поле  зависит  от  группы  уравнения. 
Но  можно  поставить  обратный  вопрос:  каковы  все  те  поля,  которые 
имеют  заданную  группу,  как  дать  их  классификацию  и  способ  их  по- 
строения? В  частности,  как  известно,  до  сих  пор  даже  не  выяснен  еще 
совсем  частный  в  этой  обр:ітной  теории  вопрос:  для  всякой  ли  наперед 
заданной  группы  существуют  поля  (над  абсолютно  рациональным),  кото- 
рые имеют  ее  своею  группой  Галуа?  В  1933 — 34  г.,  следуя  моим  ука- 
заниям, Д.  К.  Фаддеев  показал,  как  методы  геометрии  теории  Галуа  изящ- 
нейшим образом  решают  обратную  задачу  для  всех  пяти  групп,  .  кото- 
рые может  иметь  уравнение  третьей,  и  для  всех  одиннадцати,  которые 
может  иметь  уравнение  четвертой  степени  (эти  результаты  будут  под- 
робно изложены  в  нашей  монографии  о  кубических  иррациональностях). 
Однако  эти  результаты  представляют  собою  лишь  первый  образчик  ра- 
боты, относящейся  к  новому  методу  алгебраических  исследований,  пока 
совсем  не  затронутому  математиками. 

Я  позволю  себе  в  настоящей  статье  набросать  самые  первые  общие 
параграфы  этой  теории,  которую  мне  бы  хотелось  называть  геометрией 
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теории  Галуа.  Таким  образом  я  здесь  прибавлю  к  многочисленным  ра.%- 
личным  изложениям  теории  Галуа,  среди  которых  имеется  изящное  из- 
ложение, данное  Д.  А.  Граве  в  1915  г.,  еще  одно  новое  —  геометрическое. 

Решетки  или  параллелепипедалъные  системы  точек  (Рипкі^іііег), 
как  известно,  являются  тем  основным  объектом,  свойства  которого  изу- 
чаются геометрией  чисел.  При  этом,  вообще  говоря,  на  решетку  а  ргіогі 
не  налагается  никаких  дополнительных  условий.  Если  называть  суммой 
(разностью)  двух  точек  пространства  точку,  каждая  из  координат  кото- 
рой есть  сумма  (разность)  соответствующих  координат  складываемых  (вы- 
читаемых) точек,  то  понятие  „решетка",  как  известно  (см.,  например, 
мое  дополнение  к  русскому  переводу  „Курса  -теории  чисел"  Дирихле), 
можно  определить  и  так:  дискретная  совокупность  точек  /г-мерного  про- 
странства, которая  повторяется  сложением  и  вычитанием.  Напомним  еще, 
что  подреиіеткой  некоторой  решетки  мы  называем  часть  ее  точек,  ко- 
торая представляет  собою  также  решетку,  а  сгущением  или  центриров- 
кой (термин  взят  из  кристаллографии)  —  решетку,  которая  получается 
добавлением  к  центрируемой  решетке  некоторых  дальнейших  точек,  ко- 
ординаты которых  по  отношению  к  основным  векторам  центрируемой 
решетки  дробно  рациональны,  так  чтобы  точки  центрируемой  решетки 
в  совокупности  с  этими  добавленными  точками  снова  образовывали  бы 
решетку.  Будем,  наконец,  называть  произведением  двух  точек  простран- 
ства точку,  каждая  из  координат  которой  есть  произведение  соответствен- 
ных координат  перемножаемых  точек.  Если  произведение  любых  двух 
точек  решетки  есть  опять  точка  этой  решетки,  то  решетку  эту  мы  бу- 
дем называть  повторяющеюся  умножением.  Сложение  двух  точек  есть 
то  же  самое,  что  сложение  векторов,  идущих  к  этим  точкам  из  начала 
координат,  и  может  считаться  операцией  геометрической;  но  и  умноже- 
ние на  точку  имеет,  по  крайней  мере  в  том  случае,  когда  пространство 
вещественно,  также  простой  геометрический  смысл,  а  именно  такое  умно- 
жение равносильно  с  аффинным  преобразованием  пространства,  сводя- 
щимся к  сжатиям  и  растяжениям  его  по  осям,  коэфициентами  которых 
(сжатий  и  растяжений)  являются  координаты  той  точки,  на  которую 
умножают.  Геометрическое  рассмотрение  решеток,  повторяющихся  умно- 
жением, мы  считаем  основным  вопросом  геометрии  алгебры. 

Изучение  решеток  д-мерного  пространства,  повторяющихся  умноже- 
нием, как  мы  увидим  дальше,  эквивалентно  изучению  полбй  алгебраи- 
ческих иррациональных  чисел,  и  надо  думать,  что  изучение  решеток 
бесконечно-мерного  пространства,  повторяющихся  умножением,  должно 
в  будущем  дать  аналогичную  теорию  трансцендентных  чисел.  Надо  ду- 
мать, что,  подобно  тому  как  Гильберт,  обобщив  линейную  я-мерную 
алгебру  и.а  бесконечно-мерное  пространство,  создал  „геометрию  анализа", 
весьма  упростившую  изучение  многих  вопросов  анализа,  вроде  разло- 
жения по  ортогональным  функциям,  решения  интегральных  .уравнений 
и  т.  д.;  подобно  тому  как  Банах,  обобщив  на  бесконечно-мерные  про- 
странства первые  теоремы  теории  /г-мерных  выпуклых  тел  Минковского, 
получил  теоремы,  весьма  вежііые  для  функционального  анализа,  —  по 
'всей  вероятности  так  же  обобщением  теории  /г-мерных  решеток,  повто- 
Іряющихся  умножением,  на  бесконечно-мерные  пространства  будет  получена 
некоторая  общая  теория  трансцендентных  чисел. 
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Что  же  касается  теории  Галуа,  то  это  есть  теория  симметрий  реше- 
ток, повторяющихся  умножением,  рассматриваемых  совместно  с  теми 
осями,  в  которых  они  повторяются  умножением. 

§  1.  О  решетках,  повторяющихся  умножением.  Мы  будем  рассматри- 
вать /г-мерное  комплексное  пространство  К^^^  т.  е.  точкой  в  мы 
будем  называть  совокупность  п  комплексных  чисел  х\  х",  ...  ,  х^"-\  а 
сами  эти  числа  —  координатами  точки  в  К^.  Рассмотрим  п  точек  в  АГ^, 
(О^,  (1)2,  причем  для  краткости  мы  обозначаем  каждую  точку  од- 

ной буквой,  так  что  о)^.,  например,  есть  точка  из  с  координатами 
со|.,  0)'!,  .  . .  ,  о)[.'*^).  Предположим,  что  эти  п  точек  расположены  комплекс- 
но /г-мерно  с  началом  (О,  О,  ...  ,  0),  т.  е.  что  определитель  из  их  ко- 
ординат отличен  от  нуля.  В  таком  случае  совокупность  всех  точек  со  = 
—  а^аа^  и^іи^  -["•••  4~  ^п^л'  ^-^^  ^2»  •  •  • '  независимо  друг  от  друга 
пробегают  все  целые  рациональные  числа,  мы  будем  называть  п-ліерной 
решеткой  5  /С^  и  обозначать  [со^  ...  ,  (о^.  Суммой,  разностью  и 
произведением  двух  точек  из  мы  будем  называть  опять  точку  из  ЛГ^, 
каждая  из  координат  которой  есть  соответственно  сумма,  разность  или 
произведение  соответствующих  координат  этих  точек.  Мы  будем  назы- 
вать решетку  в  повторяющеюся  умножением,  если  произведение 
любых  двух  ее  точек  есть  опять  ее  точка.  Максимальной  мы  называем  ре- 
шетку в  повторяющуюся  умножением,  если  нет  никакой  ее  центри- 
ровки, которая  также  повторяется  умножением.  Точку  из  К^-,  отличную 
от  начала  координат  и  имеющую  среди  своих  координат  хоть  одну,  рав- 
ную нулю,  мы  называем  делителем  нуля,  а  решетку,  не  имеющую  среди 
своих  точек  делителей  нуля,  —  неприводимой. 

Теорема  I.  Всякая  максимальная  п- мерная  реиіетка  в  ^ли 
неприводима  или  есть  прямая  сумма  неприводимых  максимальных 
решеток,  и  обратно. 

Действительно,  пусть  (о^,  (О2,  .  .  .  ,  —  базис  рассматриваемой  ре- 
шетки. Тогда,  если  она  повторяется  умножением,  то  для  всякой  ее  точки 
(О  мы  имеем 

(о^о)  =  ацо^  +  а^^щ  +  •  •  •  +  ^и^п^ 


где  й.д,  —  целые  рациональные,  причем  каждое  из  этих  равенств  эквива- 
лентно совокупности  п  равенств,  получающихся,  если  вместо  точек  со.,  о) 
подставить  их  одноименные  координаты  сор),  ш^^^  (/=1,2,...,  /г),  т.е. 
(О  удовлетворяет  уравнению 


(1)  /-((0)  = 


(О 


^22 


коэфициенты  которого  целые  рациональные,  а  высший  коэфициент  равен  1, 
т.  е.  координаты  точки  (о суть  целые  алгебраические  числа,  —  корни  этого 
уравнения,  — •  причем,  если  точку  (о  в  рассматриваемой  решетке  взять 
общего  положения,  т.  е.  не  имеющую  одинаковых  друг  другу  координат 
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и  координат,  равных  нулю,  тб  координаты  ее  исчерпывают  все  корни  этого 
уравнения.  Если  о)  —  МіСОі -|- ^2^2  Н~  -  •  *  "Г  '^^^  легко  видеть, 

точка  со  будет  общего  положения,  если  й^,  и^,  а^,  например^— 

„лексикографическая  система",  т.  е.  гораздо  больше  м^,  гораздо 
больше  ^2  и  т.  д.  Если  точка  со — ■обш.его  положения,  то  определитель 
из  координат  точек  о,  (о^,  (о^,  .  .  . ,  ш'^,  будучи  произведением  опреде- 
лителя Вандермонда  на  произведение  координат  точки  о),  отличен  от  нуля, 
и  эти  п  точек  лежат  я-мерно  с  началом  координат.  Поэтому  каждая  из 
координат  любой  точки  О  рассматриваемой  решетки  выражается  через 
соответственные  координаты  этих  п  точек  линейно  однородно  с  целыми 
или  дробными  рациональными  коэфициентами,  так  как  рассматриваемая 
решетка  есть,  очевидно,  центрировка  решетки,  построенной  на  этих 
точках  со,  со^,  со^,  со'^.  В  силу  уравнения  (1)  каждая  из  координат 

ОС;)  точки  Ѳ  имеет,  следовательно,  вид  (со^-^^),  где  ср  есть  один  и  тот  же 
для  всех  координат  точки  6  целый  многочлен  (/г-— 1)-й  степени  с  ра- 
циональными коэфициентами.  Предположим,  что  уравнение  (1)  разлагается 
в  поле  рациональных  чисел  на  неприводимые  множители  степеней  п^, 
«2,  .  .  . ,  %  так  что  Яі  +  «2  +  .  .  .  +  и  пусть  Аі,  Аз', .  .  . ,  А^  — 

соответствующие  им  алгебраические  поля  (т.  е.,  собственно,  каждому 
такому  множителю  соответствует  связка  сопряженных  полей,  например, 
первому  Ар  Ар  . .  А|"*^).  Разобьем  оси  на  комплексы  ЛГ^г! ,  ^'^з,  . » 
К^^ ,  соответственно  тому,  по  каким  осям  мы  откладываем  координаты 
точки  со,  соответствующие  этим  связкам  сопряженных  полей.  Построим  в 
координатном  подпространстве  Кщ  все  целые  точки  поля  Аі,  т.  е.  точки, 
координаты  каждой  из  которых  суть  в  соответственном  порядке  взятые 
сопряженные  целые  алгебраические  числа  поля  Аі,  в  Кп^  —  все  целые 
точки  поля  А2,  и  т.  д.  Мы  получим  так  в  каждой  из  гиперплоскостей 
Кщ ,  Кщ  ?  .  •  •  5  Кп^і  некоторую  решетку,  так  как  сумма  и  разность  двух 
целых  чисел  поля  есть  опять  целое  число  поля  и  система  целых  чисел 
поля  дискретна.  Составим  теперь  в  все  возможные  суммы  и  разности 
всех  точек  всех  этих  к  решеток;  получится  некоторая  /2-г^ерная  решетка 
в  К^,  которая  в  силу  сказанного  о  координатах  точек  Ѳ  содержит  всю 
рассматриваемую  решетку.  Построенная  решетка  также  повторяется  умно- 
жением, так  как  произведение  двух  целых  алгебраических  чисел  данного 
поля  А^-  есть  опять  целое  алгебраическое  число  этого  поля.  В  силу 
этого,  ввиду  того,  что  заданная  решетка  предположена  максимальной, 
построенная  решетка  с  ней  совпадает. 

Замечание  I.  Для  немаксимальных  решеток,  повторяющихся 
умножением,  теорема  эта,  вообще  говоря,  не  имеет  места,  как  показывает 
пример  решетки  всех  точек  двумерной  плоскости  с  целыми  рациональ- 
ными координатами,  которые  у  каждой  точки  обе  одинаковой  четности. 
Такая  решетка,  как  легко  видеть,  повторяется  умножением,  имеет  дели- 
телей нуля,  т.  е.  не  неприводима,  и  вместе  с  тем  не  есть  прямая  сумма 
двух  одномерных  решеток,  лежащих  на  осях. 

Замечание  II.  Теорему  I  можно,  как  я  этой  делаю  в  упомянутой 
выше  монографии,  доказать  чисто  геометрически,  исходя  непосредствен- 
но из  того,  что  решетка  повторяется  умножением,  вовсе  не  прибегая  к 
теории  уравнений,  не  используя  ни  уравнения  (1),  ни  того,  что  координаты 
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точек  решетки  суть  целые  алгебраические  числа.  Но  я  предпочел  здесь 
дать  вышеприведенное  доказательство,  чтобы  одновременно  установить 
связь  с  обычной  теорией  алгебраических  чисел. 

§  2.  О  вепрі-; водимых  максимальных  решетках  данного  числа  изме- 
рений п  и  данесй  сигнатуры  т.  Заметим  прежде  всего,  что  если  урав- 
нение (1)  имеет  а  вещественных  корней  и  т  пар  комплексно  сопря- 
женных корней,  то,  как  это  ясно  из  вывода  теоремы  I,  соответственные 
координаты  любой  точки  решетки  также  веш,ественны  или  комплексно 
сопряжены.  Поэтому  точки  максимальной  решетки  лежат  в  не  где 
угодно,  а  в  одном  и  том  же  так  называемом  сигнатурном  сечении, 
определяемом  сигнатурой  т  решетки  и  нумерацией  осей  Будем  обо- 
значать через  ^  ^(а)  д  вещественных  координат  точки  ре- 
шетки, взятых  в  каком-нибудь  определенном  порядке,  и  через  Ѵ"^"*  -\- щ^^"^ , 

^І2)^щ{2)^  __ /^^(.),  ОПЯТЬ- 

таки  в  определенном  порядке,  —  пары  комплексных  сопряженных  ее  ко- 
ординат. Мы  будем  тогда  называть  /г-мерное  вещественное  пространство 
С^і),  С^2)^  ііа)^  ^(1)^   ^^(1)^  ^(2)^  г^{2)^  ^(х)^   ^^(х)  сшнатурным 

пространством,  соответствующим  рассматриваемой  решетке,  и  обозначать 
его  Суммой  или  разностью  двух  точек   такого   пространства  мы 

будем,  'как  раньше,  считать  точку  его,  каждая  из  координат  которой 
есть  соответственно  сумма  или  разность  соответствующих  координат  этих 
двух  точек,  а  произведением  —  точку,  первые  а  координат  которой  суть 
также  просто  произведения  соответствующих  координат  перемножаемых 
точек,  координаты  же,  соответствующие  каждой  паре  комплексно  сопря- 
женных координат,  так  получаются  из  координат  соответствующих  пар 
обеих  точек,  как  при  умножении  комплексных  чисел.  При  таком  опре- 
делении сумме,  разности,  произведению  и  частному  двух  точек  соответ- 
ственного снгнатурноцо  сечения  К^^  будет  соответствовать  сумма,  разность, 
произведение  и  чг^тное  соответственных  точек  сигнатурного  пространства 
/^^^,  и  обратно.  Решетке  сечения  будет,  очевидно,  соответствовать  обык- 
нове  шая  вещественная  решетка  точек  в  Совокупности  всех  вообщё 

точек  всех  решеток  в  К,^^  повторяющихся  умножением  и  лежащих  в  дан- 
ном сигнатурном  сечении,  будет  в  соответствовать  некоторая  /-г-мер- 
ная  дискретная  система  ІГ^^  —  уже  не 'решетка,  а  именно  система  всех  то- 
чек і^^^^,  являющихся  точками  пересечения  поверхностей 

^(1)     ^(2)  +...-[-  С(')  +  2Е(1)  -1-  2^(2)  +  .  . .  4-  2^(-)  = 


^(1)^(2)  ^  ^  ,  ^(.)(^(1)2_|_^^(1)2)  (г(2)2_|_у^(2)2)  .  .  .  (С(х)2  _[_  у^(т)2)  д^^^ 

где  .  .  .,  а^ —  целые  рациональные  коэфициенты  тех  уравнений  (1), 

которым  удовлетворяют  координаты  этих  точек. 

Теорема  II.  В  любой  имеется  бесконечно  много  различных 

неприводимых  п-мерных  максимальных  решеток. 

Я  не  буду  подробно  доказывать  эту  теорему,  намечу  только  идею 
доказательства.  Можно  показать,  что  система  И^^  ^  чем  дальше  от  начала, 
тем  гуще,  в  том  смысле,  что  если  увеличивать  'радиус  г  шара  в  /^^^  с 
центром  в  начале,  то  отношение  числа  лежащих  в  нем  точек  1^^^^  к  'его 
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объему  будет  расти  до  бесконечности,  причем  чем  п  больше,  тем  быстрее. 
Но  любая  приводимая  точка  из  есть  сумма  точек  систем  И^^^-:^  низ- 

ших измерений  п,  построенных  на  частных  комплексах  осей  /^^^.  Сое- 
диняя оба  эти  обстоятельства,  мы  видим,  что  большинство  точек  І^^^,  лежа- 
щих в  шаре  большого  радиуса  г,  суть  точки  неприводимые,  причем  гу- 
стота их  в  вышеуказанном  смысле  также  растет  с  увеличением  радиуса  г. 
Обозначим  систему  этих  неприводимых  точек  через  1^^*^.  Возьмем  в 
1^*^  какую-нибудь  точку' (о^;  построенная  на  ней  максимальная  решетка 
0|  будет  неприводима.  Но  так  как  густота  системы  1^*^  при  увеличении 
г  растет,  то  в  Ж'^^  имеются  точки,  не  принадлежащие  решетке  О^,  гу- 
стота которой  постоянна.  Пусть  такая  точка;  построим  на  ней  ма- 
ксимальную неприводимую  решетку       она  будет  отличаться  от  Ор  и  т.  д. 

§  3.  максимальных  подрешетках  неприводимой  максимальной  ре- 
шетки. Разобьем  все  п  осей  пространства  на-ѵ  комплексов,  не  имею- 
щих совпадающих  осей,  по  одинаковому  числу  §  осей  в  каждом,  так 
что  ѵ§  =  я,  и  приравняем  в  каждом  из  комплексов  координаты  между 
собою.  Так  получится  система  уравнений,  определяющая  ѵ-мерное  линей- 
ное подпространство  пространства  ЛГ^,  которое  мы  будем  называть  ѵ-мер- 
ной  биссектрисой  осей  АГ^.  Если  п  —  простое  число,  то  имеет  только 
одну  1 -мерную  биссектрису  х'  —  х"  =  .  .  .  =х^'^\  если  же  п  не  простое, 
то  имеются  еще  другие  биссектрисы,  выше  чем  одного  измерения,  соответ- 
ствующие различным  разбиениям  всех  п  осей  на  комплексы  по  одинако- 
вому числу  осей  в  каждом.  Если  для  такого  разбиения  полагать  коорди- 
наты каждого  отдельного  из  таких  комплексов  равными  между  собою, 
а  координаты  всех  остальных  комплексов  этого  разбиения  равными  нулю, 
то  в  ѵ-мерном  пространстве  соответственной  биссектрисы  получится  ѵ 
одномерных  прямых,  которые,  как  легко  видеть,  ортогональны  друг  другу. 
Мы  будем  называть  их  осями  соответствующей  биссектрисы. 

Если  /г-мерная  максимальная  решетка,  в  неприводима,  т.  е.  не 
имеет  точек,  являющихся  делителями  нуля,  то  она  в  силу  теоремы  I 
имеет  неприводимое  уравнение  (1),  и  обратно;  поэтому,  если  (о  —  неко- 
торая точка  такой  решетки  О,  не  общего  положения,  т.  е.  имеющая  не- 
которые равные  друг  другу  координаты,  то  все  координаты  (о  распада- 
ются на  V  комплексов  по  одинаковому  числу  §  координат,  координаты 
каждого  из  которых  одинаковы  между  собою,  тогда  как  координаты  в 
различных  комплексах  различны.  Это  происходит  потому,  что  если  урав- 
нение, получаемое  рациональным  преобразованием  Чирнгаузена  из  не- 
приводимого уравнения,  приводимо,  то'  оно  есть  степень  неприводимого 
уравнения.  Таким  образом  любая  точка  неприводимой  максимальной  ре- 
шетки есть  или  точка  общего  положения  или  точка  некоторой  биссектрисы. 

Замечание.  Высказанная  сейчас  теорема  также  может  быть  доказа- 
на чисто  геометрически,  без  привлечения  теории  уравнений. 

Если  подрешетка  максимальной  ^-мерной  решетки  О  в  /С^— -низ- 
шего измерения  ѵ  и  все  же  повторяется  сама  в  себе  умножением  в  К^, 
причем  никакая  ее  центрировка  уже  не  имеет  этого  свойства,  то  она  на- 
зывается маіссимальной  подрешеткой  максимальной  решетки  О. 

Теорема  III.  Максимальная  подрешетка  измерения  ѵ  непри- 
водимой п-мерной  максимальной  решетки  О  есть  "^-мерная  совокуп- 
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ность  всех  точек  решетка  О,  лежащих  в  некоторой  "^-мерной  бис- 
сектрисе, а  обратно.  Такая  подрешет.ка  повторяется  умножением 
также  в  пространстве  самой  этой  биссектрисы,  если  в  нем  за  оси  при- 
нять оси  этой  биссектрисы  и  за  максимальную  единицу  на  них  принять 

где  §  =    ,  причем  она  будет  в  этих  осях  также  максимальной. 

Пусть  0)^  —  некоторая  точка  подрешетки  О^,  имеющая  наибольшее 
число  различных  координат  в  К^^  Нё  все  координаты  ее  различны,  так 
как  иначе  она  была  бы  общего  в  положения  и  была  бы  я-мерна. 
Рассмотрим  любую  другую  точку  іі>^  решетки  О^;  у  нее  должны  быть 
равны  друг  другу  те  координаты,  которые  равны  друг  другу  у  со^,  так  как 
иначе  у  точки  коа^-\- (ш^  решетки  О^,  где  ^  — очень  большое  целое  ра- 
циональное число,  было  бы  еще  больше  не  равных  друг  другу  координат, 
чем  у  (о^,  ибо  координаты  того  комплекса,  в  котором  они  равны  у  аа^, 
но  не  равны  у  (о^,  стали  бы  неравны,  а  координаты  разных  комплексов 
к(л^  остались  бы  после  прибавления  к  ^ш^  неравными,  в  силу  того, 
что  их  разности  были  бы  по  абсолютной  величине  больше  любой  раз- 
ности координат  (02-  Итак,  все  точки  подрешетки  лежат  в  биссек- 
трисе, определяемой  точкой  (о^.  Если  биссектриса  эта  ѵ-мерна,  то,  как 
легко  видеть,  степени  точки  со^  лежат  в  ней  также  ѵ-мерно.  Рассмотрим 
совокупность  всех  точек  /г-мерной  максимальной  решетки  О,  которые 
лежат  в  этой  биссектрисе;  эта  совокупность  представляет  собою,  как 
легко  видеть  переходя  в  сигнатурное  пространство,  ѵ-мерную  подрешетку 
решетки  О.  Эта  ѵ-мерная  подрешетка,  очевидно,  повторяется  умножением, 
так  как,  с  одной  стороны,  произведение  любых  двух  ее  точек  есть  опять 
точка  решетки  О,  а  с  другой  стороны,  произведение  любых  двух  точек 
некоторой  биссектрисы,  очевидно,  лежит  в  этой  же  биссектрисе.  Если 
Оі  максимальна,  то  она,  следовательно,  совпадает  с  этой  решеткой.  По- 
следнее утверждение  теоремы  следует  из  того,  что  в  осях  биссектрисы, 
если  на  них  взять  за  масштабную  единицу  |/ § ,  решетка  будет  сово- 
купностью всех  целых  точек  некоторого  алгебраического  поля  ѵ-го  порядка. 

§  4.  Группа  Галуа  я-мерной  решетки  О,  повторяющейся  умноже- 
нием.^ Мы  будем  называть  осеподстановкой  всякий  поворот  (ортого- 
нальное преобразование)  пространства  вокруг  начала,  при  котором 
совмещается  с  собою  совокупность  положительных  координатных  полу- 
осей Осеподстановку,  после  которой  решетка  О  совмещается  с  собою, 
мы  будем  называть  осеподстановкой  этой  решетки  в  себя.  Легко  видеть, 
что  неприводимая  /г-мерная  решетка  не  может  иметь  больше  чем  п  осе- 
подстановок  в  себя.  Действительно,  пусть  о)',  со",  о}^'^)  —  координа- 

ты какой-нибудь  точки  общего  положения  этой  решетки;  тогда  коорди- 
натами тех  точек,  в  которые  эта  точка  перейдет  при  осеподстановках, 
будут  те  же  числа,  но  в  другом  порядке.  Никакие  две  различные  под- 
становки не  мО^Ѵут  привести  эту  точку  в  одно  и  то  же  место,  так  как 
она — общего  положения  и,  следовательно,  не  имеет  одинаковых  координат, 
а  разные  осеподстановки  переставляют  на  новые  места  по  крайней  мере 
две  оси.  Если  бы  осеподстановок,  преобразующих  данную  решетку  в 
себя,  было  больше  чем  п,  то  существовали  бы  две  различные  точки  в 
этой  решетке,  и?ѵіеющие  одинаковые,  например,  /-е  координаты;  но  тогда 
разность  этих  точек,  будучи  отлична  от  начала,  имела  бы  в  качестве  /-й 
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координаты  нуль,  т.  е.  была  бы  делителем  нуля,  и  решетка  не  могла  бы 
быть  неприводимой.  Неприводимую  максимальную  решетку,  которая  имеет 
ровно  п  осеподстановок  в  себя,  мы  будем  называть  нормальной. 

Теорема  IV,  Всякая  неприводимая  максимальная  п-мерная  ре- 
шетка А  есть  либо  нормальная  решетка,  либо  максимальная  подре- 
шетка  некоторой  нормальной  решетки. 

Для  доказательства  построим  сначала  некоторую  вспомогательную 
л!-мерную  решетку  С  следующим  образом.  Выпишем  рядом  колонки 
номеров  1,  2,  п  координат  точек  А  во  всех  возможных  п\  распо- 

ложениях и  рассмотрим  получившуюся  прямоугольную  матрицу  этих  но- 
меров: 


1  1 


(*) 


п—\  п 

п    п  —  I 


Каждая  из  ее  строчек  будет  характеризовать  некоторую  свою  /г-мерную 
биссектрису  пространства  Кпі-  Эта  матрица  (*)  залает,  таким  образом,  п 
вполне  определенных  я-мерных  биссектрис  в  Кпі-  Рассмотрим  в  Кпі  точки, 
координатами  которых  будут  строчки  получившейся  матрицы  (*),  выпи- 
санные по  порядку  для  всех  точек  А-  Так  получатся  в  рассматриваемых 
п  биссекториальных  плоскостях  Кпі  решетки  Аі,  А2?  .'-5  А^^,  подобные 

решетке  А,  но  в  раз  линейно  большие  ее.  Рассмотрим  совокуп- 

ность С*  всех  точек  Кпи  которые  получатся,  если  всеми  возможными 
способами  соединять  при  помощи  сложения,  вычитания  и  умножения 
все    точки    всех    этих    п    решеток.  Если    Ѳ',    6",  0^^^ — -коор- 

динаты   в  какой-нибудь    точки    А    общего    в    ЛГ„  положения, 

то  любая  точка  С*  имеет  своею  первою  координатою  Ф  (О',  6",  . . 6^^^), 
где  Ф  —  некоторая  целая  рациональная  функция  от  6',  6",  0^^^ 
(возможно  с  дробными  коэфициентами,  так  как  координаты  некоторых 
точек  А  могут  выражаться  через  соответственные  координаты  выбран- 
ной в  А  тЬчки  Ѳ  общего  положения  цело  рационально  с  дробными  коэ- 
фициентами), второю  координатою- — ту  же  функцию  Ф,  но  от  второго 
расположения  6',  Ь",  .  .  .  ,  0^^~і\  соответствующего  второй  колонке 
(*),  и  т.  д.  Координаты  любой  точки  С*  суть,  следовательно,  в  силу 
теоремы  о  симметрических  функциях,  корни  уравнения  р{х)=0  пІ-Ш 
степени  со  старшим  коэфициентом  I  и  рациональными  коэфициентами. 
Но  так  как  корни  этого  уравнения  суть  суммы,  разности  и  произведе- 
ния целых  алгебраических  чисел,  то  коэфициенты  полинома  Г — целые 
рациональные.  Координаты  6  либо  вещественны  либо  распадаются  на 
пары  комплексно  сопряженных,  и,  следовательно,  независимо  от  выбора 
Ф,  соответственные  пІФ  будут  также  либо  вещественны  либо  распадаться 
ня  пары  комплексно  сопряженных,  причем  комплексно  сопряженными  бу- 


59 


лут  те  Ф,  которые  получаются  друг  из  друга  перестановкой  координат  6^^) 
во  всех  комплексно  сопряженных  парах.  Все  точки  С"^  лежат,  следователь- 
но, в  соответственном  І^пі.-с,  т.  е.  система  точек  С*  дискретна.  Но,  например, 
точка  Ѵ  =  А^Ь' -\-А^Ь" -\~  . -\-'А^і^^^  с  целыми  рациональными  и  „ле- 
ксикографически" выбранными  коэфициентами  А.  есть  точка  обндего 
в  І^пі,т  поло}і'*іния,  так  как  пі  разным  перестановкам  6^')  будут  соответ- 
ствовать пі  разных  и  неравных  значений  V;  следовательно,  система  С* 
/г!-мерна.  В  силу  самого  образования  системы  С*  она  повторяется  сло- 
жением и  вычитанием,  т.  е.  есть  лі-мернзя  решетка,  и  повторяется  умно- 
жением в  Кп\'  Обозначим  через  С  максимальную  для  С*  решетку, 
если  бы  сама  С*  не  была  максимальна  (мне  пока  не  удалось  выяснить, 
максимальна  ли  С*).  Решетка  С*  имеет  пі  осеподстановок  Кпи  совме- 
щающих ее  с  собою,  а  именно  те  п\  осеподстановок  Кп\,  которые 
соответствуют  пі  подстановкам  столбцов  матрицы  (*),  вызываемым  всеми 
п\  перестановками  ее  строчек,  так  как  каждая  из  этих  пі  осеподстано- 
вок Кп\  только  переставляет  решетки  Аі,  А2,  А^,  при  помощи 
которых  построена  С*,  между  собою.  Очевидно,  что  эти  я!  осеподста- 
новок Кпі  совмещают  и  С  саму  с  собою. 

Пусть  теперь  Ві,  В2,  —  неприводимые  части,  прямой  суммой 

которых  является  максимальная  решетка  С,  и  К„^^,  К^^^^,  .  .  .,  /С^^^  — ко- 
ординатные подпространства,  в  которых  они  лежат.  Поках^ем,  что  все 
неприводимые  части  —  не  только  одного  измерения,  но  даже  просто  оди- 
наковы. Для  этого  возьмем  какую-нибудь  осеподстановку  6*  решетки  С 
в  себя,  которая  совмещает  какую-нибудь  координату  К^^^  с  какой-нибудь 

координатой  некоторой  другой  Кт'^  среди  п\  наших  осеподстановок 
будет  иметься  такая  осеподстановка,  так  ісак  существует  осеподстановка, 
которая  любую  из  координат  Кп\  ставит  на  любое  из  п\  мест,  ибо  иначе 
среди  наших  осеподстановок  имелись  бы  две  разные,  которые  одну  и  ту 
же  координату  ставили  бы  на  одно  и  то  же  место,  а  это  противоречит 
самому  образованию  этих  п\  осеподстановок  перестановкой  строк  матри- 
цы С^),  В  любой  точке  0)  решетки  С  либо  участвует  какой-нибудь  век- 
тор неприводимой  части  В,-,  и  тогда  все  координаты  этой  точки,  соот- 
ветствующие Кт.,  отличны  от  нуля,  так  как  в  В^.  всякая  точка,  отлич- 
ная от  нуля,  не  имеет  ни  одной  координаты  в  Кт.і  равной  нулю,  либо 
в  точке  О)  ке  участвует  вектор  В^,  и  тогда  все  ее  координаты,  соответ- 
ствующие Кіп.^  равны  нулю.  Предположим,  что  ^  ,  .  .  ^  т^] 
тогда  подстановка  5  дает  из  точки  В^  какую-то  точку  С,  одна  из  ко- 
ординат которой  есть  координата  Кт  и  которая  имеет  -  т,^  ^  т.  (т^  ф  0) 
координат;  но  это  в  силу  сказанного  выше  о  точках  С  возможно  лишь 
если  т.  =  т^  и  если  все  координаты  точки  Ві  после  осеподстановки  5 
превращаются  в  координаты  Кт^-  Кроме  того,  мы  видим,  что  Вх  после 
этой  осеподстановки  просто  совмещается  с  В^,  так  как  В,- есть  совоку  ь 
ность  всех  точек  С,  лежащих  в  Кт.-  Мы  видим,  таким  образом,  что 
все  В^-  одного  измерения  т  и  одинаковы. 

Это  рассуждение  показывает  также,  что  В^  имеет  т  осеподстановок 
в  себя,  так  как  если  координаты  К     суть       2,         т,  то  всякая  из 
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рассматриваемых  /г!  осеподстановок  С  в  себя,  которая  переставляет  первую 
координату  на  первое,  второе,  . . , ,  т-г  место  (а  такие  5  в  силу  ска- 
занного выше  будут  иметься),  совмещает  с  собою,  переставляя  ее 
оси.  Всякая  из  неприводимых  частей  В^,  таким  образом,  нормальна. 

Наконец,  нетрудно  видеть,  что  вставлена  в  одно  из  В/,  в  том 
смысле,  что  она  есть  максимальная  подрешетка  одного  из  В^-,  а  следова- 
тельно, В,  рассматриваемая  в  собственном  т-мерном  пространстве  К,^^-, 
есть  нормальная  решетка,  максимальной  подрешеткой  которой  является  А. 
Действительно,  пусть  6  —  точка  С,  соответствуюпдая  точке  А  общего 
положения.  Точка  Ѳ,  как  и  всякая  точка  С,  имеет  вид  Ѳ~Ѳі -1-^2~Ь-  •  • 
_  ^  _|_  Гі^^  где  — точки  в  соответственных  неприводимых  частях.  Каж- 
дая из  точек  имеет  среди  своих  координат  все  различные  координаты 
точки  Ѳ,  так  как  иначе  А  не  могла  бы  быть  неприводимой.  А,  следова- 
тельно, есть  подрешетка  В^-  такого  же  или  низшего,  чем  В^,  измерения, 
повторяющаяся  умножением,  и  ввиду  своей  максимальности  —  максималь- 
ная такая  решетка.  Ч.  и  тр.  д. 

Мы  будем  группу  О  всех  т  осеподстановок  В  в  себя  называть  груп- 
пой Галуа  нормальной  решетки  В,  а  также  группой  Галуа  решетки  А, 
повторяющейся  умножением.  Нормальную  решетку  В  мы  будем  называть 
нормой  А.  В  случае,  когда  решетка  А  не  максимальна  и  не  неприводи- 
ма,  ничего  во  всем  рассуждении  не  меняется,  кроме  самого  конца;  а  имен- 
но, если  решетка  А,  повторяющаяся  умножением,  не  неприводима,  то 
она  может  не  быть  подрешеткой  нормальной  решетки  В.  В  случае,  ког- 
да А  неприводима,  число  т  измерений  В  есть  кратное  числа  п  измере- 
ний А,  т~псі,  если  же  решетка  А  не  неприводима,  то  т  может  быть 
не  кратно  и  даже  меньше  п, 

§  5.  Подгруппы  группы  О  и  максимальные  подрешетки  нормаль» 
ной  решетки  В.  Пусть  Н  —  некоторая  подгруппа  группы  О,  порядка 
§,  так  что  т  =  уЬ,  где  ѵ целое.  Рассмотрим,  в  какие  оси  переходит  пер- 
вая ось  при  помощи  всех  подстановок  Н.  Ввиду  того  что  группа 
О  перестановок  осей  1,  2,...,  т  пространства  /С^  правильная,  это  будут 
различные  §  осей  1,2,.. .,  §.  Следовательно,  вторая  ось  при  помощи  подста- 
новок И  переходит  также  лишь  в  эти  же  первую,  вторую,. . .,  Ь-ю  оси. 
Таким  образом  эти  оси  переходят  при  помощи  перестановок  Н  только 
друг  в  друга.  Аналогично  получим,  если  исходить  от  {Ь -\- \уй  оси  в  § 
расположениях  номеров  осей  К^,  соответствующих  подгруппе  Н,  тоже 
квадрат  со  стороною  §,  составленный  из  номеров  §  следующих  осей, 
переводимых  подгруппой  Н  только  друг  в  друга,  и  т.  д. 
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Очевидно,  что  совокупность  всех  осеподстановок  подгруппы  Яостав-^ 
ляет  на  месте  те  и  только  те  точки  пространства  К^,  которые  соответ- 
ствуют ѵ-мерной  биссектрисе  /С^,  получаемой,  если  приравнять  между 
собою  координаты,  соответствующие  отдельным  квадратам  Н. 

Теорема  V.  Всякой  подгруппе  Н  группы  О  индекса  ѵ  соответ- 
ствует "^-мерная  максимальная  подрешетка  решетки  В,  и  обратно. 

Действительно,  если  мы  возьмем  любую  точку  3,  сделаем  над  ней 
все  §  осеподстановок  Н  и  сложим  все  §  получившихся  точек,  то  полу- 
чится точка,  лежащая  в  биссекториальной  плоскости,  соответствующей 
подгруппе  Н.  Если  мы  это  сделаем  для  всякой  точки  В,  то  мы  получим 
ѵ-мерную  решетку  в  этой  биссекториальной  плоскости,  так  как  можно 
взять  такие  точки  В,  чтобы  суммы  координат  в  отдельных  комплексах 
были  все  различны  и  не  равны  нулю,  т.  е.  чтобы  получалась  точка  об- 
щего в  соответственной  биссектрисе  положения.  Итак,  всякой  подгруппе 
Н  группы  О  соответствует  ѵ-мерная  подрешетка  решетки  В,  лежащая 
в  ѵ-мерной  биссектрисе,  а  следовательно,  и  максимальная  такая  подрешетка. 

Предположим  теперь,  что,  обратно,  в  нормальной  решетке  В  есть 
ѵ-мерная  максимальная  подрешетка  А,  и  пусть  а  —  точка  общего  в  ней 
положения.  Пусть  Н — подгруппа  всех  осеподстановок  О,  оставляюпщх 
а  на  месте.  Число  подстановок  в  //  не  больше  чем  кратность  §  коор- 
динат а,  так  как,  например,  первая  координата  точки  а  может  прини- 
мать после  этих  осеподстановок  не  больше  чем  §  положений,  а  именно 
тех,  на  которых  координаты^  а  равны  ее  первой  координате,  а  в  О  нет 
различных  осеподстановок,  которые  оставляли  бы  некоторую  координату 
на  месте.  С  другой  стороны,  число  подстановок  в  //  и  не  меньше  чем 
§,  так  как  иначе,  если  подвергнуть  точку  а  всем  подстановкам  группы 
О,  мы  получили  бы  больше  чем  ѵ  различных  точек,  и,  например,  пер- 
вые координаты  этих  точек  должны  были  бы  иметь  больше  чем  ѵ  раз- 
личных значений,  а  этого  быть  не  может,  так  как  у  а  лишь  ѵ  различных 
координат.  Всякая  подстановка  //,  следовательно,  лишь  переставляет  ко- 
ординаты внутри  комплексов,  координаты  которых  у  а  равны  между  со- 
бою. Подрешетка  А,  следовательно,  принадлежит  подгруппе  Н  в  выше- 
указанном смысле. 

§  6.  Рациональные  соотношения  между  корнями.  С  первого  взгляда 
нигде  в  так  построенной  теории  Галуа  не  появляются  рациональные 
соотношения  между  корнями,  с  которых  начинается  большинство  других 
изложений.  Однако  они  и  тут,  конечно,  имеются  и  играют  весьма  суще- 
ственную роль.  Действительно,  точки,  которые  в  решетке  С  суть  дели- 
тели нуля,  если  решетка  эта*  приводима,  как  раз  и  суть  все  целые  рацио- 
нальные соотношения  Ф(У,  х",. .  х^"^^)  =  0  между  корнями,  нарушаемые 
некоторыми  из  п\  подстановок,  причем  расположены  они,  оказывается^ 
весьма  просто;  но  изучение  их  расположения  я  оставлю  до  другого  раза^ 


НЕКОТОРЫЕ  ТЕОРЕМЫ  О  БЕСКОНЕЧНЫХ  ГРУППАХ. 

А.  П.  Дицман  (Москва). 

В  настоящей  статье  устанавливается  достаточное  условие,  при  котором 
множество  некоторых  элементов  группы  порождает  подгруппу  конечного 
порядка.  Пользуясь  этим  результатом,  легко  получаем  некоторые  крите- 
рии конечности  числа  систем  разложения  группы  по  простому  и  двой- 
ному модулям.  Далее  устанавливается  необходимое  и  достаточное  условие, 
при  котором  /7-группа  (определение  см.  ниже)  имеет  отличный  от  еди- 
ницы центр. 

Классы  сопряженных  элементов  группы  будем  в  дальнейшем  назы- 
вать кратко  классами  группы;  класс,  заключающий  конечное  число  эле- 
ментов, будем  называть  конечным  классом. 

Пусть  имеем  произведение  §  некоторых  элементов  группы: 

(1)  . .  а^^^а^, . .  а^„Лй^;^,.г  •  . 
Представим  §  в  виде 

(2)  ^=.аі . . .  а.^^^а^^а] . . ,  а\^^а^^^ . , .  ^^, 
где 

в  этом  случае  будем  говорить,  что  произведение  (2)  получается  из  про- 
изведения (1)  путем  перемещения  элемента       на  место  /. 

Пусть  Ж— множество  элементов,  порождающих  группу  @.  Тогда 
каждый  элемент  группы  ®  есть  произведение  конечного  числа  степеней 
некоторых  элементов  множества  М.  Очевидно,  всякое  непустое  множе- 
ство элементов  группы  @  порождает  подгруппу. 

Теорема  I.  Пусть  а^,  а^,  . . . ,  —  элементы  класса  А  порядка  к 
группы  а  ^  —  порядок  элемента  а^.  Если  О  есть  подгруппа,  по- 
рождаемая всеми  элементами  класса  А,  и      —  элемент  О,  то 

где 

Доказательство.  Очевидно,  имеем 

(3)  /=1,2,...,^, 

Всякий  элемент  ^^  подгруппы  О  можно  представить  в  виде  произ- 
ведения конечного  числа  степеней  элементов  класса  А.  Пользуясь  (3), 
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заключаем,  что  для  всякого  элемента  подгруппы  ^  существует  такое 
наименьшее  положительное  целое  число  т  —  т(д^),  что  можно  пред- 
ставить в  виде  произведения  т  элементов: 

(4)  ^/==%^/2---^/т 

класса  л.  Если  среди  элементов  а.^  й;.^,  . . . ,  а.^  имеется  а  элементов,  равных 
а^,  то  будем  говорить,  что  элемента^  встречается  в  произведении  (4)  а  раз. 

Представление  элемента  ^^  в  виде  произведения /тг  элементов  класса  А 
будем  называть  нормальным  представлением  элемента  число —дли- 
ною элемента  д^.  Два  нормальных  представления  элемента  будем  счи- 
тать различными,  если  они  отличаются  либо  множителями  либо  поряд- 
ком следова;іия  множителей. 

Рассмотрим  множество  II  всех  нормальный  представлений  элемента  ^у, 
т.  е.  множество  различных  произведений  вида  (4).  Очевидно,  П  содержит 
конечное  число  различных  таких  произведений. 

Пусть  —  элемент  класса  Л;  оч-^^видно,  в  каждом  из  произведений 
множества  II  элемент  встречается  не  более  т  раз.  Следовательно, 
паре  элементов  и  можно  сопоставить  число  а^-,  удовлетворяющее 
условиям: 

1)  Среди  произведений  множества  П  имеется  по  крайней  мере  одно 
произведение,  в  котором  элемент      встречается  а^у  раз. 

2)  В  каждом  произведении  множества  II  элемент  встречается  не 
более  а^,-  раз. 

Очевидно,  О  ^  а^у  ^  т. 

В  частности,  если  а^у  =  /^,  то  ^^  =  а'^^ік 

Заметим  теперь,  что  при  а^у  <^  т  имеется  нормальное  представление 
элемента  ^^  вида 

(5)  Я]^^1'^Я]^ѵ 

где  ^у^і  есть  произведение  т  —  а^/ элементов  класса  Л;  при  этом ~  а^У 
есть  длина  элемента  ^у^^  и     у^^  =  0.  Кроме  того,  для  любого  элемента 
класса  Л  имеем  а^і         і^^-^,  в  частности,  если  а^і~0,  то  и 

Действительно,  рассмотрим  нормальное  представление  элемента  ^^, 
в  котором  встречается  а^/  раз;  путем  последовательного  перемещения 
элементов  этого  произведения  на  первое  место,  очевидно,  получим 
нормальное  представление  элемента  ^у  вида  (5).  Длина  элемента  ^/^^ 
равна  т  —  а^у,  так  как  произведение  (5)  есть  нормальное  представление 
элемента  ^^.  Далее,  а^у^^— О,  так  как,  предполагая  а^/^і>0,  заклю- 
чаем, что  имеется  нормальное  представление  элемента  ^у,  в  котором 
встречается  более  а^у  раз,  что  противоречит  определению  числа  а^у.  На- 
конец, а^у^се^^^і,  так  как  предположение  а^-^і^а^у  противоречит 
определению  числа  сс^у. 

Пусть  - —  какой-либо  элемент  подгруппы  О  длины  т^.  Если  =  т^, 
то  а^і'.  Если  же  а^^<^т^,  то,  пользуясь  приведенным  выше  за- 

мечанием, заключаем^  что  для  существует  нормальное  представление 
вида 

причем      =  О* 


64 


Рассуждая  аналогично  для  и  т.  д.,  предположим,  что  мы  уже  по- 
лучили нормальное  представление  элемента  вида 

(6)  ^  а^па^^ .  .  .  0^1^^'-'  Яг^    2  <  г  <  /^, 
причем 

и 

Тогда,  если      '\-а^.^~\-  .  . ,  г-ітЬ  ^гг^^і^  '^^'  очевидно,  имеем 

.Если  же  -|-а22  4~- • -"Ь^г-!,/--!  ^"^гг<^'  ^•'^^  существует  нор- 
мальное представление 

(7)  д^^аГд^^,, 
причем 


Из  (6)  и  (7)  получаем  для  д^  нормальное  представление 

при  этом 
и 

.  ^  ,  «іі4-а22  +  ---+  а,,<//2і. 

Таким  образом  убеждаемся,  что  для  элемента  д^  существует  нор- 
мальное представление  вида 

причем 
и 

Теорема  I  доказана. 

Замечая,  что  множество  элементов,  образующих  инвариантный  ком- 
плекс группы  порождает  инвариантную  подгруппу,  из  теоремы  I  по- 
лучаем: 

Следствие^).  Если  А — конечный  класс  группы  @,  заключающий 
элементы  конечного  порядка,  то  все  элементы  класса  А  порождают 
инвариантную  подгруппу  конечного  порядка. 

Лемма  I.  Пусть  М — множество  элементов,  порождающих  группу 
®)  ^  %  —  подгруппы  группы  @.  Если  каждый  элемент  М  входит 
в  одну  из  подгрупп  ф  или      и  то  ^^'гг=@. 

Действительно,  по  условию  леммы,  есть  группа,  содержащая  все 
элементы  множества  М,  т.  е.  = 

Из  вышеизложенных  результатов  легко  получаются  различные  крите- 
рии конечности  числа  систем  разложения  некоторой  группы  ©  по  про- 
стому и  двойному  модулям,  например: 


1)  А.  П.  Дицман,  О /7>группах,  Доклады  Академии  наук  СССР,  т,  XV 
(1937),  №  2,  стр.  71---76. 

5    СвФрннйі  Гр«8в  6§ 


Теорема  іі.  Если  М  —  МнджёсШёО  эЛёМёнМов,  порождающих  группу 
@,  и  Ш.- — инвариантный  комплекс,  состоящий  из  конечного  числа 
элементов  конечных  порядков  группы  @,  то  подгруппа,  порождаемая 
всеми  элементами  множества  М,  не  принадлежащими  комплексу  Я', 
есть  подгруппа  конечного  индекса  группы  ®. 

Из  леммы  I  и  следствия  теоремы  I  тривиально  следует  также  обоб- 
щение теоремы  II,  полученное  В.  К.  Туркиным  и  П.  Е.  Дюбюком  2),  ко- 
торое можно  формулировать  следуюш,им  образом: 

Теорема  III.  Пусть  элементы  группы  ^  и  элемент  а  порождают 
группу  @.  Если  а  есть  элемент  конечного  порядка,  принадлежащий 
конечному  классу  А  группы  @,  и 

где  '^^^  и  ^^^  — подгруппы,  то  разложение  группы  ®  по  двойному  мо- 
дулю (.§1, 1^2)  имеет  конечное  число  систем. 

Действительно,  обозначим  через  ^  подгруппу,  порождаемую  всеми 
элементами  класса  А.  Согласно  следствию  теоремы  I,  ^  есть  инвариант- 
ная подгруппа  конечного  порядка.  По  лемме  I 

т.  е. 

@     '&і/і§2  +  §і/2§2  +  •  •  •  +  Ыи^г ' 

где  /р  /2,  .  .  .  ,     —  различные  элементы       ч.  и  тр.  д. 

Группа,  порядок  каждого  элемента  которой  есть  некоторая  степень 
простого  числа  /?,  называется  /?-группой.  Очевидно,  порядок  конечной 
/7"Группы  есть  некоторая  степень  числа  р.  Известно,  что  /7-группа 
конечного  порядка  имеет  отличный  от  единицы  центр. 

Рассмотрим  необходимое  и  достаточное  условие,  при  котором  /7-группа 
имеет  отличный  от  единицы  центр.  Предварительно  докажем  следующее 
предложение: 

Лемма  II.  Если^  —  подгруппа  конечного  индекса  некоторой  р-груп- 
пы       то  индекс  подгруппы  Ш  есть  степень  числа  р. 

Действительно,  очевидно,  содержит  конечное  число  различных 
сопряженных  с  9^  подгрупп.  По  теореме  Пуанкаре  пересечение  двух 
и,  следовательно,  конечного  числа  подгрупп,  каждая  из  которых  есть 
подгруппа  конечного  индекса  группы  представляет  подгруппу  конеч- 
ного индекса  группы 

Обозначим  через  ф  пересечение  всех   подгрупп,  сопряженных  с 
тогда  5) есть  инвариантная  подгруппа  конечного  индекса  группы  Оче- 
видно, индексы  связаны  соотношением 

(8)  {>Р,'3);Эг/®)  =  {^^;9г). 


2)  7  и  г  к  і  п  еі  Р.  В  и  Ь  и  ^  и  е,  8иг  Іез  ^гоирез  іпііпіз,  С.  К.  Асасі.  8сі. 
Рагіз,  т.  205  (1937),  стр.  435—437.  В  начале  своей   заметки  авторы  делают  из- 
лишнее ограничение,  предполагая,  что  каждый  элемент  группы  выражается- 
в  виде  произведения  конечного  числа  производящих  элементов  группы. 

3)  н.  Р  о  і  п  с  а  г  ё,  іоигпаі  (іез  та1Ьётаіі^ие§  (4),  т.  3  (1887),  стр.  409.  См.-) 
также  О.  Ю.  Шмидт,  Абстрактная  теория  групп,  стр.  33,  ГТТИ,  1933. 


66 


Факторгруппа  есть  группа  конечного  порядка;  легко  видеть,  что 
порядок  каждого  ее  элемента  есть  степень  числа  /?,  т.  е.  факторгруппа 
$/2)  есть  конечная  /^-группа.  Вследствие  (8)  индекс  9^  есть  степень  числа 
/?,  ч.  и  тр.  д. 

Теорема  IV  ^).  р-группа  имеет  отличный  от  единицы  центр,  если 
она  содержит  по  крайней  мере  один  отличный  от  единицы  конеч- 
ный класс. 

Доказательство.  Пусть  Л— -конечный  класс  /7-группы  "5)3.  Эле- 
менты класса  Л,  по  следствию  теоремы  *І,  порождают  нормальный  дели- 
тель Щ  конечного  порядка  р^  группы  Обозначим  через  а  какой-либо 
элемент  нормального  делителя  51.  Элемент  а  принадлежит  к  конечному 
классу  группы  так  как  множество  всех  элементов  нормального  дели- 
теля 51  есть  совокупность  некоторых  конечных  классов  группы  Нор- 
мализатор элемента  а  в  группе  ^  есть,  следовательно,  подгруппа  ко- 
нечного индекса  группы  По  лемме  II  индекс  подгруппы  9^  есть  степень 
числа  р.  Следовательно,  порядок  класса  сопряженных  с  а  элементов 
группы  ^  есть  степень  числа  р. 

Пусть  нормальный  делитель  51  распадается  на  к  классов  группы 
причем  порядки  этих  классов  суть  числа  а^,  а,^,  .  .  ,  ,  а^;  тогда 

Числа  ар       • '  •  '      ^Угь  степени   числа  /?;  предполагая,  что  через 
обозначен  порядок  класса,  составленного  единицей,  следовательно  а^^— 1, 
заключаем,  что  кроме  единицы  группа   ^  должна  иметь  еще  и  другие 
инвариантные  элементы,  что  и  доказывает  теорему. 

Из  теоремы  IV  следует,  что  /;-группа,  центр  которой  равен  единице, 
не  содержит  ни  одного  отличного  от  единицы  конечного  класса. 

Пример  такой  /?-группы,  центр  которой  равен  единице,  найден 
А.  Г.  Курошем, 


§ий  ІА  МЁТНОВЕ  0Е8  МиЬТІРЫСАТЕОКЗ  ОЕ  ЬАОКАЫОЕ. 

Раг  Е.  2;уіІп8кі  (І\ѵ6ѵ7). 
8оіі  О  пп  йотаіпе        Гезрасе  {х^,  х^,  , .  .  ,  х^;  у^,  у^,  . . .  , 


(Запз  1е^ие1  1е  сіёіегтіпапі  іопсііоппеі 


(/,  1,    2,  ,  .  .,  П) 


с!и  Бузіёте  (1е  п  іопсііопб 


/2) 


езі  (Шіёгепі:  0. 

8оі1  /^(х^,л:2,  іше  іопсііоп  (Іез  лгу  ^и'оп  оЫіепі  еп  зиЬзіі 

іиапі  аи  Ііеи  сіез  3;;^  сіапз 

Іез  зоіиііопз  (еп  ге^агй  (1е  сез  ѵагіаЬІез)  Аи  зузіёте  сіез  ёдиаііопв 

^/("^л       =  ^    (/=1,  2,  .  .  /2). 

Зиррозопз  1а  ІопсНоп  /(ху;  3;^)  іоіаіетепі  сііШгепііаЫе  епѵегз  зез 
т  -\-п  ѵагіаЫез,  еі  зой  Д  ГепзешЫе  сіез  роіпіз  йе  О  роиг  1ез^и^1з 

,—  =  0    (/==.1,2,  т). 
оx^' 

Ь'епзетЫе  А  в'оЫ1епі  еп  ёіітіпапі  тп  йепѵёез 


(Зе  т-\~тп~\~п  ёдиаііопз 


^    _[_    у    ^  ; 


о    (/=-1,2,  т), 

О    (/  =  1,2,         /г;  /-::1,2,  т), 
(/^1,2,  я). 
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Ье  Ьиі  (іе  сеііе  поіе  езі  1а  сІётоп8І:га1Іоп  ті^отете  сіи  ІЬёогёте,  ^ие 
1'епзетЫе  Д  реиі  ёіге  оЫепи  ё§;а1етепі  еп  ёіітіпапі  п  рагашёігез 


X.    (/=1,2,  п) 


<1е  т-^-п-^-п  ё^иаііоп5 

'  й/ 


6у 


Роиг  Іа  (1ётоп5іга1:іоп,  І1  зііШі  сіе  сопзіаіег  дне  роиг  іойі  роіпі  сіи 
сіошаіпе  О  заіізіаізапі:  аих  сопсІШопз 


Іез  сІеих  зузіётез  Ііпёаігез  іпііото^ёпез 


п) 


(1) 


Ьx^  ду. 


т), 


— +  У%-Ѵ^  =  ^    (/=1,2,  ....  п;  /=1,2,  т), 


к=1 


(2) 


О    (/=1,2,  т), 


І/4_уХ.^=0    (^=1,2,  /г) 


^Ук 


ѣопі  еп  тёте  іетрз  сотраііЫез  ои  іпсотраіІЫез,  1е  зузіёте  (1)  раг 
гаррогі;  к  тп  іпсоппиез  х^-,  1е  зузіёше  (2)  раг  гаррогі  к  п  іпсоп- 
пиез  X.  1). 

Еп  арр1і^иапі  а  сез  зузіёшез  1а  сопсіШоп  Ьіеп  соппие  (іе  сотраііЫ- 
Іііё  сіе  НоисЬё-СареІІі,  поиз  зоттез  согкЗийз  а  1а  (іёшопзігаііоп  сіи  Іешше 
зиіѵапі::  1е  сіёіегшіпапі  йи  іаЫеаи  саггё  /  (сіе  Гогсіге  /г)  ёіапі  сііШгепІ:  сіе  О, 
Іез  сіеих  ІаЫеаих  гесіап^иіаігез  сіе  1а  іогте  зиіѵапіе: 


1)  Ьа  сіётопзігаіюп  яие  роиг  сЪщш  роіпі  (іе  Д  1е  зузіёте  (2)  езі  согараЬ'Ые 
(іап5  1е  саз  у— 2,  к  — 2  зе  ігоиѵе  р.  ех.  сЬег  К.  С  о  и  г  а  п  1,  Ѵогіезип^еп  ііЬег 
ОШегепІіаІ-  ипсі  Іпіе§га1гес1іпип§  (1931),  Всі.  II,  Кар.  III,  §  б,  8.  157—161. 
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а,  О 


О  О 


0 

0 

/ 

т  — 

^2   


I 


роззёбепі  зітиііапётепі  ои  Ьіеп  1е  гап§^  тахітаі,  ои  Ьіеп  1е  гап^  тахі- 
таі  тоіпз  ип^). 

Еп  еіМ,  а  саизе  сіе  |  / 1  ф  О,  1е  гап^  сіе  езі  ё^аі  к  п  о\х  к  п -\- \ 
еі  зетЫаЫетепі  раг  зиііе  сіе 


(3) 


/ 

0 

0 

0 

/ 

0 

0 

0 

/ 

=  |/ИфО 


т 


2)  Ье  ІаЫеаи  а  1а  іогте  сіи  ІаЫеаи  сіез  соеЙісіепіз  сіи  зузіёте  (1).  Ье  вз- 
ывай пе  (іШёге  (іи  іаЫеаи  (іез  соейісіепіз  сіи  зузіёте  (2)  ^ие  раг  Ігапзро- 
8ІІІ0П  сіез  И^пез  еі:  сіез  соіоппез. 
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1е  гап^  йи  ІаЫеаи  езі  тп  ои  тп-\-\.  Роиг  ^ие  1е  гап^  сіе  зоіі 
ё^аі  а  тп,  і1  ѣпі  еі  І1  виіШ  —  сотте  оп  заіі  Ьіеп  — ^ие  іоиз  Іез  т!- 
пеигз  сіе  (іе  1'ог(іге  тп-\-\  оЫепиз  сіе  (3)  раг  „Ьогсіа^е"  аи  тоуеп 
(1'ипе  поиѵеііе  1і§^пе  еі  сІ'ипе  поиѵеііе  соіоппе  (поиз  Іез  арреііегопз  ісі 
тіпеигз  „сагасі:ё^І8Іі^ие5"  йе  Т^)  зоіепі  ё^аих  к  0. 

Ое  тёте,  роиг  ^ие  1е  гап^  йи  іаЫеаи  ѣоіі  ё^аі  а  п,  11  ѣпі  еі  И 
зиШі  ^ие  іоиз  Іез  тіпеигз  (іе  сіе  1'огсІге  п-]-\  оЫепиз  сіе  |/|  раг 
а(1]опс11оп  й'ипе  поиѵеііе  Іі^пе  еі:  сі'ипе  поиѵеііе  соіоппе  (тіпеигз  сагас- 
1:ёгі8Іі^иез  (іе  Т^)  зоіепі  ё^аих  а  0. 

Маіз  сііадие  тіпеиг  сагасіё^І5іі^^Iе  сіе  езі:  ё§а1,  а  ип  Ысіет  сіШёгепі 
(1е  О  ргёз,  а  ип  тіпеиг  сагасіёгізіідие  сіе       еі  гёсіргодиетепі. 

Ноиз  аѵопз,  еп  ейеі:,  еп  арр1і^иапі  1а  гё^іе  сіе  (іёсотрозШоп  сіе  Ьа- 
ріасе  р.  ех. 


«о 

0 

а 

0 

/ 

0 

0 

0 

/ 

0 

0 

0 

/ 

т  —  1 


?2 


еі  сіе  тёте  роиг  іоиі  аиіге  тіпеиг  са^асіёпзіі^ие  сіи  (аЫеаи       еі:  Т^, 
Оопс,  1е  Іетте  еі  1е  Шёогёте  зопі  сіётопігёз  сотріёіетепі. 


801^  ОЫЕ  СЬА88Е  ОЕ  ЗУІ^ЕАСЕЗ  АРРАКЕЫТЁЕ5  АИХ  ЗУЙРАСЕЗ 
/?  ЕТ  АОХ  Зиі^РАСЕЗ  ВЕ  І0НА5. 


Раг  Е.  С  а  г  1  а  п  (Рагіз). 


1.  Ёіапі  сіоппё  (Іапз  1'е5расе  огШпаіге  ип  гёзеаи  еі  зез  йеих  ё^иаііоп8 
(Зе  ЬарІасе,  ропсіиеііе  еі  іап^епйеііе,  іі  у  а  ігоіз  тапіёгез  (1'ё§а1ег  сіеих  й 
сіеих  Іез  шѵагіапіз      к;  к,  к  сіе  сез  сіеих  ё^иа1іопз,  к  заѵоіг 


Ьез  гёзеаих  (I)  зопі  Іез  гёзеаих  к  іпѵагіапіз  ропсЫеІз  еі  іап^епііеіз 
ё^-аих;  іез  зигіасез  зиг  1ез^ие11ез  оп  реиі  Ігоиѵег  ип  іеі  гёзеаи  зопі  іез 
зпгіасез  7  ои  зиг/асез  сіе  Зопа8\  оп  реиі  Іез  сагасіёгізег  раг  1а  роззіЬіІйё 
(1е  сЬоізіг  Іез  рагашёІ:гез  и  ѵ  сіез  Іі^пез  азутр1:о1:і^иез,  сіе  тапіёге 
к  аѵоіг     =      Іез  {опсііопз  ^      у  ёіапі:  Іез  іопсііопз  Ьіеп  соппиез  ^иі 

епігепі  (Запз  1'ехргез5Іоп  ^ ^2аиаѵ^^       Гёіётепі  Ипёаіге  сіе  РиЬіш^). 

Ьез  гёзеаих  (П)  зопі  Іез  гёзеаих  сагасіегізёз  раг  1а  ргоргіёіё  ^це  Іез 
Іап^епіез  аих  сіеих  {атіИез  сіе  соигЬез  (іи  гёзеаи  еп^епсігепі  (Іез  соп^ги- 
епсез  І^.  Ьез  зигіасез  зиг  Іездиеііез  оп  реиі  ігасег  ип  іеі  гёзеаи  зопі  Іез 
зигіасез  ои  зигіасез  рго]ес1:іѵегаеп1  йёІогтаЫез;  Іез  гёзеаих  зопі 
Іез  гёзеаих  сощщиёз  сІе  (іё^огтайоп  рго]есЫѵе  (Ігз  заг/асез  Сез  зиг- 
Іасез  зопі  сагасіёгізёез  раг  1а  геіаііоп  =  ѵаІаЫе  роиг  ип  сііоіх  соп- 
ѵепаЫе  сіез  рагатёігез  йез  Іі^^пез  азутріоіідиез  ^). 

Ьез  зигіасез  зиг  1ез^ие11ез  оп  реиі  Ігасег  ип  гёзеаи  (III)  опі  ёіё  реи 
сопзісісгеез;  оп  роиггаіі  Іез  арреіег  зигіасез  Е,  е1  гёзеаих  Е  Іез  гёзеаих 
соггезроп(іап1:з.  8иг  Іез  сіеих  ігапзіогтёз  (1е  Ьаріасе  сі'ип  гёзеаи  ^  Іез 
а8утр^оіі^иез  зе  срггезропсіепі,  таіз  сеііе  ргоргіёіё  пе  зиШі  раз  к  сагасіё- 
гізег  сез  гёзеаих. 

2.  Оп  заіі  дие  Іез  зигіасез  сігрепсіепі  сіе  зіх  іопсііопз  агЬіігаігез 
сІ'ип  аг^итепі:,  Іез  сагасіёгізіідиез  сіи  зузіёте  сіійёгепііеі  диі  Іез  сіоппе 
ёіапі  Іез  Іі^пез  азутріоіідиез,  дці  еп  сопзШиепі  (Іеих  !аті11ез  сІоиЫез, 
еі  Іез  сіеих  іашіііез  сіе  соигЬез  сіи  гёзеаи  соггезропсіапі:.  Но  из  по  из 
ргорозопз  сіе  топігег  дие  Іез  зигіасез  У  опі  1е  тёте  сіе^гё  сіе  ^ёпегаіііё, 
Іез  сагасіё^ізіі^иез  ёіапі:  ісі  Іез  сіеих  іатіііез  сіе  Іі^пез  азутр1:оіі^иез,  Іез 

1)  Ѵоіг  О.  РиЬіпі-Е.  Сесіі,  Оеогпеігіа  ргоіеШѵа  «ІШегепгіаіе  I,  Воіо^па, 
2апіс1іеі1і,  1926,  р.  106.  ^ 

2)  О.  РиЬіпі-Е.  СесЬ,  Іос.  сіі,  р.  107, 


(I) 
(II) 

(Ш) 


Н  =  ку  Н 
И,==к^  к 


к; 

к. 
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йеих  іатІИез  с!е  соигЬез  йи  гёзеаи  /  еі  Іез  сіеих  ІатіИез  с!и  гёзеаи  сощи- 
§«іё  Ьагтопідие  сіи  гёзеаи  У,  ^иі  езі  Іиі-тёте  ип  гёзеаи  У,  риапі  аих 
зигіасез  Е,  еііез  пе  сіёрепсіепі  ^ие  де  сіпц  іопсііопз  агЫігаігез  (і'ип  аг- 
^итепі:,  Іез  са^асі:ёгізіі^ие8  ёіапі  Іез  сІеих  іатіІІез  сіе  соигЬез  йи  гёзеаи  Е 
{сотріёез  (іеих  іоіз  е1  ипе  сіп^иіёте  іатіИе  сіе  соигЬез  Ііёез  аих  соигЬез 
сіп  гёзеаи  Е  раг  ипе  геіаііоп  §ёотё1IІ^ие  зітріе. 

і 

3.  Ноиз  аррIі^ие^опз  1а  теіЬойе  йи  гёрёге  тоЬіІе^).  А  сЬадие  роіпі 
й'ипе  зигіасе  аііасЪот  роіпіз  апаІуНдиез  Л^,  Л^,  А^,  Лз,  йопі  сЬа- 

сип  езі:  Шіпі,  раг  гаррогі:  а  ип  зузіёте  сіе  гёіггепсе  Ихе,  раг  соог- 
сіоппёез  л:.,  у^,  (і  =  0,  1,  2,  3);  оп  а  сіез  геіайопз  гіе  1а  іогше 

I   й?Лі 0)10  Ло  +  СОцЛі +  0)12^2 +  0)^3^3, 

^  ^  ^    ^^2  =  ^20  ^0  +  ^^21^!+ ^22  ^2 +  ^23^3' 

^^3  =  ^^80        +  ^31        +  ^32  ^2  +  ^ЗЗ  ^З' 

1е8  соейісіепіз  о)./  €Ыпі  сіез  іогтез  сіійггепііеііез  аззиіеШез  аих  геіаііопз 
(1е  сотраІіЫИІё  (ё^иа1:іоп5  сіе  зігисіиге) 

(2)  %  =  ^[<^ік^^1 

к 

Се  тёте  герёге  рёиі  ёіге  епѵіза^г  (1'ип  роіпі  сіе  ѵие  (іиаіізіідие,  еп 
аззосіапі  а  с11а^ие  {асе  сІи  Іёігаёсіге  А^А^А^А^  ип  ріап  апаіуіідае  сІёііпі 
раг  диаіге  соогіоппёез  Іап^епІіеІІез  а,  ѵ,  ни,  з.  Моиз  арреіегопз  1е 
ріап  апаіуіідие  оррозё  аи  зоштеі:  А^_.  оі  поиз  зиррозегопз  Іез  соогсіоп- 
пёез  а.,  ѵ^,  ію.,  з.  сііоізіез  (1е  тапіёге  а  аѵоіг 

>         ,          \     г      (  ^  роиг  і  4-7=3, 

^  ^  '    '-^^  '     ^  ^  '    ^  ^      \  О  роиг  I  -]"/  Ф  3, 

Еп  розапі 

(іа^  =             ш.^  й:^^  +  ш.^  +  ^е^ 
оп  сіёгаопіге  іасііетепі  Іез  геіаііопз 


д'ой 
(3) 


/ — 

=  ~-«а 

г' 

— '^зз 

"«23 

а^  — 

«13 

^2 

—  «03 

—  «32 

~«22 

^і" 

«12 

^2 

—  «02 

с1а^  = 

"«31 

~«2І 

^і  — 

«И 

^2 

—  «01 

"«30 

—  «20 

^і  — 

«10 

«2 

—  «00 

«3- 

4.  Сеіа  розё,  сопзісіёгопз  зиг  ипе  зигіасе  (2)  ип  гёзеаи  соп^и^иё; 
поиз  аііопз  айасііег  аих  сіійггепіз  роіпіз  с!е  (X)  ип  герёге  зеті-погта! 
сагасіёгізё  раг  Іез  ргоргіёіёз  зиіѵапіез. 


3)  Ѵоіг  поіге  Мётоіге  „8иг  1а  сіёЬгтаІіоп  рго]ес1Іѵе  сіез  зигіасез",  Апп.  Ее. 
Ыогт.,  і.  37  (1920),  р.  259—356,  е1  аиззі  „Ьа  тёіііосіе  сіи  гереге  тоЬііе,  еіс", 
Ехрозёз  (1е  Оёотёігіе  V,  Негтапп  1935.  Ѵоіг  ё§а1етепІ;  О,  Р  и  Ь  і  п  і  е1  Е,  С  е  с  Ь, 
,Іпігосіис1іоп  а  1а  §ёотёігіе  рго]ес1іѵе  (іійёгепііеііе  сіез  зигіасез",  Рагіз^  ОаиіШег- 
ѴШагз,  1931,  СЬар.  ХШ  е1  XIV,  р.  218—256. 
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1°  Ье  роіпі:  апаіуіідие  1е  ріап  апаіуіідне      зопі  гевресііѵетепі; 

сопіопсіиз  аѵес  1е  роіпі  сіоппё  сіе  (Е)  еі  1е  ріап  1ап§епі  еп  се  роіпі:. 

2°  ЬеБ  роіпіз  апаіуіідиез  еі  еп^епсігепі:  Іев  гёзеаих  ігап8Іоггаё§' 
с!е  ЬарІасе  сіи  гёзеаи  сіоппё,  Іез  ріапз  апаіуіідиез  е\.  ёіапі  гезресіі- 
ѵетепі  Іез  ріапз  іап^епіз  еп  сез  роіпіз  аих  зигіасез  ди'і1з  еп^еп(ііепі 

Ьез  ІіуроіЬёзез  іаіі:ез  зе  ігасіиізепі:  раг  Іез  геіаііопз 

(4)  О),з:::-С0^2==0)2і  =  0, 

диі  ОПІ  ип  сагасі:ёге  (1иа1із1і^ие;  1а  ргоргіёіё  (іи  гёзеаи  сі'ёіге  сопзи^иё  зе 
Ігасіиіі  раг  Іез  геіаііопз 

Нарреіопз  епііп  дие  Іез  Іі^пез  азутріоіідиез  зопі  сіоппёез  раг 

«01  «13  +  «02  «23  ^  Р  («Оі)^  +  Ч  («02)'  =  0. 

5.  8і  и  еі  г;  (іёзі^пепі:  Іез  рагатёігез  сіез  Іі^пез  сіи  гёзеаи,  оп  реп 
розег  ^ 
(0^^  =  а^^  йа,    (0^2  =  Ъ^^  сіѵ,    (о.у  =  а.^■  йи  -\-  йѵ. 

Ноиз  аііопз  сіёіегтіпег  Гёдиаііоп  ропсіиеііе  сіе  Ьаріасе  сіи  гёзеаи  сіоппё 

30ІІ 


Оп  а,  (і'аргё5  (2), 

~  ^оо^о  "1"  ^оИі 


 ^ОО'^О  "Ь  ^02^2' 


==^0^0+^Иі'         ^  =  ^20^о4-^22^^2. 


сІ'ой  Гоп  ііге,  раг  ип  саісиі  іасііе, 


+  Г-?+^оАо"-оо  (^іЧ  '^"^^^ 


Оп  а  сІопс 


(5) 


■      М  —  ^ОО^—  (^22+-^^^ 


V  —  ^-^  "  ^оі^о  +     =  -  "-^  -     а,,  +  4^ 


(1'ой  Іез  Іпѵагіапіз 

да 
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Ьез  йепх  Іогтез  іпѵагіапіез  к  [(іи  ёѵ]  еі  к  [сіи  сіѵ]  зопі  іопі  5ітр1етепі 

(6)  к[(іасіѵ]  =  —  {ііі^^ь^^^1    к[(іа(іѵ]  =  [і^^^щ^1 

51  Гоп  разве  сіе  Гёдиаііоп  сіе  Ьаріасе  ропсіиеііе  а  І'ё^иаііоп  (іе  Ьа- 
ріасе  іап^епііеііе,  оп  ігоиѵе  раг  ип  саісиі  апаіо^ие, 

(7)  =  — Кз^82І'    ^[^«^^1-=  [«13(031]. 

6.  Ьез  гёзеаих  ^  зопі,  (і'аргёз  (I),  сагасіёгізёз  раг  Іез  геіаііопз 

Сез  геіаііопз  ехргітепі,  (Ѵаргёз  (2),  ^ие  Іез  йеих  /огтез  (0^^  еі  (Од^ 
80ПІ  йез  (іЩёгепиеІІез  ехасіез. 

Ьез  гёзеаих      зопі  сагасіёгізёз  раг  Іез  сіеих  геіаііопз 

К2^2о]  +  Кз^зі]  =  0'    Кі^іо]  +  Кз^^з2]==0- 

ЕИез  ехргітепі  дие  Іез  йеих  /огтез  со^^  —  (О33  еі  (Оц  —  (О22  80пі  йез 
(Іі//ёгепйе11е5  ехасіез. 

Епііп  Іез  гёзеаих  Е  зопі  сагасіёгізёз  раг  Іез  сіеих  геіаііопз 

(ІІГ)  [й>0І^10]  —  [^13<«>3і]  =  О'      [<»>02^20]  —  [^23%2]  =  О* 

^■//^5  ехргітепі  дие  Іез  йеих  /огтез  Шц  еі  (Одз  «^^^^  (Іі//ёгепие11е8 
ехасіез. 

Оп  ^ета^^ие^а,  зоиз  сейе  Іогте,  Іез  поиѵеііез  апаіо^іез  ^иі  ехізіепі 
епіге  сез  Ігоіз  сіаззез  сіе  гёзеаих.  I^ета^^иоп8  епііп  дие  1а  ргоргіёіё  (1'ип 
гёзеаи  (і'ё1ге  ізоШегте  соп]и§^иё  зе  Ігасіиіі  раг  1е  іаіі  дие  1а  іогте  (о^^  —  0)33 
езі  ипе  сІШёгепІіеІІе  ехас1:е:  с'ез!  ипе  ргоргіёіё  сіаззідие  роиг  Іез  гёзеаих  і 
еі:  Іез  гёзеаих  /^;  еііе  п'аррагНеп!:  раз  еп  ^ёпёгаі  аих  гёзеаих  Е. 

7.  Ьа  гесЬегсЬе  сіез  зигіасез  У  геѵіепі:,  й'аргёз  се  диі  ргёсёйе,  ^  1'іп1ё- 
^гаііоп  (Іи  зузіёте  сіе  Ріаіі 

Ьа  сіёгіѵаиоп  ехіёгіеиге  сіе  сез  ёдиаііопз  сопдиіі:  аих  ёдиаііопз  диасіга- 
іідиез  ехіёгіеигез 


[«01  (^Р  +  /^  «00  +  «33  -  2«іі)]  ^ 
[«02  (^^  +  ^  «00  +  «33  —  2«22)]  =  О, 
(9)  І  /^[«01^32]  — [Ѵіо]  =  0' 

—  [^ОЛОІ  +  ^  [^02«3і]  О' 
[<^01^^І0]  +  [%2«20]==0' 
/^[%1«3і]  +  ^[«02«>32]  =  0' 

II  5'іп1гос1иіі  зіх  іогтез  іпсіёрепсіапіез  (1е  со^^  еі:  о)^^2,  а  заѵоіг 

(«00 +^33  -20)11),      ^^  +  д(«оо  +  «зз-  20)22),   ^10.   «20'   «31'  ^32- 
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Ье  (Зёіегтіпапі  сіе  Іеигз  соеШсіепіз  йапз  Іез  ё^иа1іоп5  (8)  ей 

І1  п'ез!  раз  ійепіідиетепі:  пиі.  Раг  зиііе  Іа  зоіиііоп  ^ёпёгаіе  йи  зузіёпы 
(8)  йёрепй  (іе  зіх  /опсНопз  агЫігаігез  й'ип  аг^тепі.  Іез  сагасіёгізй- 
диез  йез  зиг/асез  іпіё^гаіез  зопі  Іез  /атШез  йе  Іі§пез  диі  аппаіепі:  Щ 
йёіегтіпапі:  се  зопі  Іез  Іі^пез  азутрШідиез  (рі«>оі +  ^^§2~^)'  ^^' 
§пез  (Іи  гёзеаа  У  ((о^^со^^^  0)  еі  Іез  Іі§пез  сіи  гёзеаи  соп]а§иё  /  йопі  Іез 
іап^епіез  зопі  соп]'а§иёез  кагтопідиез  рог  гаррогі  аих  іап^епіез  йе  ^ 

Ьез  зигіасез  У  зопі;  йопс  ехсерііоппеІІез\  еііез  опі  1е  тёше  йе^гё  сіе 
^ёпёгаіііё  дие  Іез  зиііасез  рго]есі:іѵетеп1  сІёіогтаЫез  і^,  таіз  еііез  пе 
соІпсі(іепі  раз  аѵес  еііез,  рагсе  дие  Іез  са^ас1;ёгіз1і^иез  ди  зузЫше  сіі!- 
іёгепііеі  диі  Іез  сіёііпіі:  пе  зопі:  раз  Іез  тёшез.  Каіигеііетепі  ип  саісиі 
апаіо^ие  аи  ргёсёсіепі;  сіоппегаіі  Іез  сагас1ёгіз1і^иез  йез  зигіасез 

8,  Раззопз  а  и  зузіёше  сІШёгепііеІ  йез  зигіасез  іогтё  дез  ёдиаііопз 
йе  РіаН 

(10)  /®03  =  0»      ^ІЬ=Р^ОѴ      «23  =  ^%2>      <»>12  =  0^      «>23  =  ^' 

Ьез  ёдиаііопз  сіёгіѵёез  зопі  Іез  ё^иаііоп5  (9),  допі  Іез  (Зеих  сіегпіёгез  зопі 
а  гетріасег  раг 

(11)  [(Ооі  ((Оіо  —  рщ^)]  =  О,    [(Оо^  (0)20  —  ^0)32)]  =  0. 
Оп  еп  сіёсіиіі  сіез  геіаііопз  сіе  1а  іогте 

^10  =/^^31  +  ^^01'      ^20  =  ^^32  +  Р«'>02' 

д'ой,  еп  іепапі:  сотріе  сіе  1а  3-ёте  еі  йе  Іа  4-ёте  ёдиаііоп  (9), 

таіз  оп  репі  аіогз  сіізрозег  сіи  роіпі  А^,  епсоге  тоЬіІе  зиг  1а  йгойе  Л^А^, 
сіе  тапіёге  а  аппиіег  а,  еі  раг  зиііе  Оп  реи!  сіопс  зиЬзІіІиег  аи  зузіёше 
(10)  1е  зиіѵапі:  ^ 

I 

(12)  (  ^03  =  0'      ^П^Р^^Ѵ      <^23=^%2>      «>12=0»  «2І=0> 
V  йа=(0і1,      Д?|Х==а)22,      0)іо=/7СОзр  («)2о:::^^(022. 

11  сопйиіі  аих  ёдиаііопз  диасігаіідиез  ехіёгіеигез 
^  N01  №+/^%о4-^зз-2(і)іі)]  О, 


(13) 


ІО>02  №  +  ^  ^ОО  +  '^ЗЗ  —  2і^22)]  =  О' 
Кі^32]  — К2^3і]  =  0' 


2/?  Кі^зо]  +  [^п  (Ф  +  /^^^00  +  ^^33  —  2^іі)]  =  о, 


2^  [(«>02<«30]  +  [і^32  (^^  +  ^^00  +  ^ЗЗ  —  2і«>22)]  ^' 

и  5'іпігосіиіі  таіпіепапі:,  еп  оиіге  сіе  со^і  еі  0^2,  сіпд  іогтез  сіе  Р!а!! 

й?Р+/^Ко  +  ^зз~2(Оц),              ((0^^4-0)33  —  20)22),     0)^^,    0)^^,  0)32. 
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Ьез  (іёгіѵёез  рагііеііез  сіез  ргетіегз  тетЬгез  сіе  (13)  раг  гаррогі  к  сез 
сіпя  ^огтез  сіоппепі  1е  сіёіегтіпапі 

О  О 
О  О 


—  «01 

и 

п 
и 

0 

—  «02 

0 

0 

0 

0 

-«31 

0 

—  2/^«о1 

0 

-«32 

«02  —«01  ■ 

^/'  +  Р(«оо  +  «зз—2«іі)  ^ 

О  й:^  +  ^(«оо  +  «зз-- 20)22) 

^иі,  сіёѵеіоррё,  сіеѵіепі 

2о)оіО}^  (р  — -  ^  й?/? 2/?^      —  (О22) . 

'  Іе  зузіёте  йе  Р/а//  (12)  езі  еп  іпѵоіийоп  еі  за  зоІиНоп  ^ёпётаіе 
йёрепй  (іе  сіпд  ^опсііопз  агЫігаігез  й'ип  аг§итепі,  Іез  сагасіёгізіідиез 
зопі  Іез  Іі^пез  йи  гёзеаи  Е  ((о^^сОдз^О)  сотріёез  йеах  /оіз,  еЬ  Іа  /а- 
тіИе  йе  Іі^пез  ар     (^д  ___су  і  \ 

Сез  (Іегпіёгез  сагас1ё^І8!і^иез  реиѵепі  ёіге  сІёНпіез  ^ёотёігідиетепі. 
Ноиз  роиѵопз  (1'аЬогсІ,  ^гасе  к  1а  ргёзепсе  д'ип  іасіеиг  агЬіігаіге  епігапі 
гіапз  сЬасип  (іез  роіпіз  апаіуіідиез  е1  А^,  зиррозег  р^д=\\  іез 
са^асіё^і5Іі^ие5  зопі  аіогз  сіёіішез  раг  0)^^  —  0)22  =  0.  Ог  Гё^иаі:іоп  (1е  Іа 
зигГасе  аи  ѵоізіпа^е  с1'ип  роіпі  езі,  еп  иіііізап!  Іез  соогсіоппёез  поп  Ьо- 
то^ёпез  х,  у,  г  геШіѵез  аи  герёге  зеті-погтаІ  аііасііё  а  се  роіпі,  (1е  1а 

!огте  ,^^(^г^^уг)^^:^(аx^^^Ьу^).^... 

еп  розапі 

«00  +  «33  -  2«11  =  ^«01.     «00  +  «33       2о)22  =  ^соо^. 

ьез  ёдиаііопз  сіез  іап^епіез  сіе  ОагЬоих  а  Гогі^іпе  зопі  йе  1а  !огше 

ах^  -\~  Ьу^  +  (и  +  Р-У)  (^^  +У^)  0; 
еп  ёсгіѵапі  ^ие  Іе  ргетіег  потЬге  езі  ароіаіге  раг  гаррогі  к  х^  ~{-у^^  оп 
^^^^^^  ах^  ^^Ьу^^  ~  (ах  +  Ьу)  (х2  +3/2)  0. 

Ехргітопз  о^ае  Іе  ^гоире  роіаіге  сіе  Іа  Іап^епіе  у  —  тх^^^О  раг  гаррогі 
аи  ігіріеі  дез  Іап^епіез  сіе  ОагЬоих  езі  сопіопсіи  аѵес  Іез  іап§^еп1:ез  ху  =  0 

йи  гёзеаи  Е\  оп  Ігоиѵе  яг  =  -|-;  ог  оп  а  2  (о)^!  —  0)22)  =  ^(0о2  ^  ^сй^^  се 

^  пппг 


^иі  сіоппе  ргёсізётепі  ^  роиг  соеШсіепІ  ап^иіаіге  йе  1а  іап^епіе  к  1а  са- 


^ас1ё^і5іі^ие. 

Тоиіе  сагасіёпзіідае  зітріе  йизузіёте  сіЩёгепііеІ  сіез  заг/асез  Е  а  сіопс 
роиг  іап^епіе  Іа  сігоііе  сіопі  Іе  ^гоаре  роіаіге  раг  гаррогі  аи  ігіріеі  йез 
іап^епіез  йе  ОагЬоих  езі  /огтё  йез  іап^епіез  аи  гёзеай  Е, 

П 

9.  Моиз  аііопз  іпйідиег  таіпіепапі  запз  (іётопзігаііоп  ^^1е11ез  зопі  Іез 
ё^иаііопз  аих  йёгіѵёез  рагііеііез  ^иі  йоппепі  Іез  гёзеаих  У,  7?  ои  Е  зііиёз 
зиг  ипе  зигіасе  йоппёе.  Каррогіопз  сейе  зигіасе  к  зез  Іі^пез  азутріоіі- 


п 


Гё^ааііоп  сіез  соигЬез  й'пп  гёзеаи  сіе  сеііе  вигіасе.  Ьез  гёзеаих  У,  еі^ 
Е  Бопі  гезресііѵетепі:  сіёііпіз  раг  1е8  ёдиаііопз  ■ 

Коиз  ^етаг^^{е^опз  ^и'еп  рагіапі  й'ип  гёзеаи  У  еі  еп  розапі 

1а  сіеихіёте  ёдиаііоп  ой  оп  гетріасе  Ѳ  раг  Ѳ',  зе  ігоиѵе  ѵёпііёе; 

^йті  а  1а  ргетіёге,  еііе  Гезі  аиззі  зі    ^^-^^  —О,  с'е5І-а-(1іге  зі  1а  зыг- 

іасе  сопзісіёгёе  езі  ипе  зигіасе  Г  (І80ІЬе^то-а8утр1оіі^^1е).  Ое  1а  оп  сіёсіиіі: 
1е  Шёогёте  зиіѵапі: 

8иг  ипе  зиг/асе  Г  И  ехізіе  ипе  сопезропйапсе  Ыипіѵодие  епіге  Іез 
соиріез  йе  гёзеаих  3  кагтопідиез  епіге  еих  еі  Іез  гёзеаих  а  ип  гё- 
зеаи     (сіѵ''"  —  сопезропсІ  ип  ргетіег  гёзеаи  3  йопі  Іез  іап- 

о 

^епіез  (іѵ''-  — :— :  йи'^  =  О  сопзіііиепі  Іе  §гоире  роіаіге  раг  гаррогі  аих 

іап^епіез  йе  ОагЬоих  ^  (іи^  -{-^  сіѵ^  =  0  йе  Іа  іап§епіе  йѵ -\-  ^/Ь'  йи=0 
а  Іа  ргетіёге  /атіИе  йе  соигЪез  йи  гёзеаи  еі  ип  зесопй  гё- 
зеаи ]  йопі  Іез  іап^епіез  йѵ^ -\  ^-^йи^~^  сопзШиепі  Іе  ^гоире  ро- 

Іаіге  йе  Іа  іап^епіе  йѵ — |/Ѳ'^гг  =  0  а  Іа  зесопйе  /атШе  йе  соиг- 
Ьез  йи  гёзеаи         Сез  йеих  гёзеаих  3  зопі  Нагтопідиез. 

10.  Ьа  сіізсиззіоп  сіез  зузіётез  (іШёгепііеІз  ^аі  сІоппепі  Іез  гёзеаих  У 
еі  Е  Ігасёз  зиг  ипе  зигіасе  сіоппёе  реиі  зе  Іаіге  сотте  роиг  Іез  гёзеаих  І^у 
И  у  а  аи  ріиз  оо^  гёзеаих  У  ігасёз  зиг  ипе  зигіасе;  се  саз  пе  реиі:  зе 
ргёзепіег  ^ие  зі  1а  зигіасе  езі  ізоіЬегто-азутрІоіідие,  еі  сеііе  зигіасе  ачі- 
теі  аіогз  оо^  гёзеаих  І^.  Риапі  аих  гёзеаих  Е,  11  у  еп  а  ооі  зі  1а  зигіасе 
езі  гёсіисІіЫе  а  ^=у=1;  1а  {опсііоп  Ѳ  езі  аіогз  ипе  сопзтапіе  агЫігаіге. 
Вапз  1е  саз  сопігаіге,  1а  зигіасе  асітеі  аи  ріиз  6  гёзеаих  Е.  Сотте  і1 
гёзиііе  йез  ёдиаііопз  (Е),  зі  ип  гёзеаи  Е  езі  Ігасё  зиг  ипе  зигіасе,  се  гё-І 
зеаи  гезіе  Е  раг  (іёіогшаііоп  ргоіесііѵе  (іе  1а  зигіасе;  с'ез!  ипе  ргоргіёіё 
^т  езі  с1аззі^ие  ё^аіетепі  роиг  іез  гёзеаих  У. 

Азоиіопз  епііп  (\ш  Іез  сагас1ё^ізіі^ие5  зі^паіёез  ріиз  Ьаиі:  сіез  зигіа 
сез  Е  зопі  йоппёез  раг  Гё^иа1:іоп 


сіопі  Іе  ргетіег  тешЬге  езі  ипе  сіШёгепііеІІе  ехасіе» 


к  ВОПРОСУ  ОБ  ИНТЕГРИРОВАНИИ  ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ  у  йу  -^у  ах=іг  {х)  йх. 

Б.  М.  Коялович  (Ленинград). 

§  1,  Диференциальное  уравнение 

(1)  у  йу у  йх  =  РІ  (х)сіх 

является  одним  из  простейших  среди  тех,  для  которых  мы  не  знаем 
интегрального  эквивалента  в  конечной  форме.  Это  дает  повод  думать, 
что  трудности,  связанные  с  отысканием  этого  эквивалента,  приведены 
в  этом  уравнении  к  своей  простейшей,  основной  форме,  и,  следовательно, 
изучая  это  уравнение,  мы  можем  надеяться  хоть  несколько  вскрыть  их 
природу. 

Вероятно  этим  следует  объяснить  большое  количество  работ,  начиная 
с  Эйлера,  посвященных  этому  уравнению.  В  моей  диссертации  „Иссле- 
дования о  диференциальном  уравнении  з;  ^3; — у(1х  =  Я.йх'\  СПБ  1894, 
читатель  может  найти  критический  обзор  всей  литературы  по  этому 
вопросу,  появившейся  до  того  времени.  Насколько  я  знаю,  с  тех  пор 
ничего  существенного  не  появлялось. 

Вопросы  формального  интегрирования  в  настоящее  время  не  привле- 
кают к  себе  внимания  ученых.  Приходится  иногда  даже  слышать  прене- 
брежительные отзывы  о  них  („квадратурное  мастерство").  Но  при  всем 
моем  уважении  к  научности  и  строгости  современных  задач  и  методов 
теории  диференциальных  уравнений,  я  все-таки  не  могу  отрешиться  от 
чувства,  что  в  основе  вышеупомянутого  пренебрежения  лежит  рассужде- 
ние общеизвестной  басни  о  лисице  и  винограде.  Я  думаю,  что  исследо- 
вание вопроса  об  интегрировании  уравнения  (1)  может  и  теперь  еще 
дать  кое-что  новое  и  небезынтересное. 

Конечно,  нужно  вести  это  исследование  какими-нибудь  новыми,  не- 
шаблонными путями  (ибо  бессилие  шаблонных  путей  слишком  хорошо 
известно).  Свыше  сорока  лет  назад  я  опубликовал  в  Протоколах  СПБ 
математического  общества  некоторые  своеобразные  формулы,  относящиеся 
Ш  уравнению  (1),  посредством  которых  мне  удалось  легко  решить 
одну  задачу,  квалифицированную  потом  ныне  покойным  академиком 
Н.  Я.  Сониным  в  его  статье,  помещенной  в  Известиях  Академии  наук, 
как  весьма  трудную.  Настоящая  статья  и  имеет  целью  дальнейшее  раз- 
витие и  разработку  этих  формул.  В  результате  получается  совершенно 
новый  факт,  что  уравнение  (1)  может  быть  проинтегрировано,  если  мы 
знаем  четыре  его  решения. 
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§  2.  Ввиду  трудности  задачи  —  найти  все  решения  любого  данного 
уравнения  типа  (1)  —  попробуем  сначала  построить  такие  уравнения  этого 
типа,  которые  имели  бы  несколько  известных  нам  решений,  причем 
одно  из  них  могло  бы  оставаться  произвольным  (это  нужно  для  того, 
чтобы  наши  результаты  были  приложимы  к  любому  уравнению  типа  (1). 

Чтобы  построить  уравнение,  допускающее  одно  известное  нам  реше- 
ние /(х),  достаточно  определить  функцию     (х)  из  очевидного  уравнение 

/?(х)==/(х)/'(х)-/(х). 

Пусть  теперь  и  «2  будут  какие  угодно  два  решения  уравнения  (1)^ 
Мы  имеем 

а^(іа^  —  аійх  =  [^(х)(іх, 
йс^сіа^  —  а,^(іх  —    (х)  йх, 

откуда  находим 

(2)  ах==^  а^аа^-чач 


(3)  Н(х)(1х^ 


а2  " —  О!]^ 

«2—  а,. 


Следовательно,  если  задать  две  какие  угодно  функции  и 
некоторого  параметра  /,  то  из  уравнения  (2)  найдем  посредством  одной 
квадратуры  выражение  х  через  і,  а  следовательно,  и  і  через  х.  ПоСл^ 
этого  уравнение  (3)  и  даст  нам  функцию  /^,  которая  в  силу  произволь 
ности       и  ^2  может  быть  какою  угодно. 

Обратно,  если  определить  йх  \\  Н  уравнениям  (2)  и  (3),  то  а 
и  а2  будут  решениями  соответствующего  уравнения  (1). 

§  3.  Обратимся  теперь  к  составлению  уравнения  (1),  допускающего 
три  известных  нам  решения. 

Пусть  ар  а^,      будут  какие  угодно  три  решения  уравнения  (1), 
уравнений 

аі(іа^  —  аі(1х  =  [^(х)сіх, 
а^^йа.^ ' —  а^сіх  =  (х)  йх, 
а^йа^  —  а^йх  =  Н  {х)  йх 

мы  исключаем  йх  и     (лг)  сіх  и  находим 

(4)  (а2-~аі)азй^аз  +  (аі-~-аз)а,г/а2  +  (аз~-а2)аі^а;==0. 

Таким  образом  каждые  три  решения  уравнения  (1)  удовлетворяю 
уравнению  (4).  Но  и  обратно,  каждые  три  функции  а^,  от  одног^ 
параметра,  удовлетворяющие  этому  уравнению,  будут  решениями  одного 
и  того  же  уравнения  типа  (1).  Действительно,  для  этого  достаточно, 
зная  и  а^,  определить  х  и  Н(х)йх  по  уравнениям  (2)  и  (3).  После 
этого  уравнение  (4)  покажет,  что  и  будет  решением  того  же  уравне- 
ния типа  (1). 

Теперь  положим  в  уравнении  (4) 

(5)  а.^а^-\-и.  а2===^а^4-г^ 
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Мы  получим  тош 

«      аѵ  —  аи 

и  V 

Эта  формула  и  решает  поставленный  вопрос.  Действительно,  возьмем 
іза  V  произвольную  функцию  от  и.  Тогда  уравнение  (6)  даст  нам  как 
функцию  от  и,  а  затем  уравнения  (5)  дадут  и  0^3.  После  этого  по 
уравнениям  (2)  и  (3)  найдем  йх  и  [^(х)йх  и,  значит,  составим  требуе- 
мое уравнение  (1). 

§  4.  Теперь  обратимся  к  составлению  уравнения  с  четырьмя  извест- 
ными решениями. 

Пусть  0^1,  йд,  «4  будут  какие  угодно  четыре  решения  уравнения 
(1).  Разобьем  их  на  две  группы: 

-  I.  а^,  аз,         II,  а^,  а^,  ^  а^. 

Аналогично  (5)  положим  для  этих  групп: 

I.  а2=-аі  +  гг,    а^^а^  +  ѵ) 

^  '  II.  а2  — а^  +  й,    а4  =  аі-^^. 

Формула  (6)  даст  для  гіервой  группы 

йѵ  —  йи 

(6) 


йи  сіѵ 


н  для  второй 

(8)  а  —  ■ 

Чтобы  все  эти  решения  а^,  ад,  ад,  а^  принадлежали  одному  и  тому  же 
уравнению  (1),  необходимо  (и  достаточно),  чтобы  оба  значения  для 
совпадали.  Это  дает  нам  уравнение 


(9) 


(іт  —  йи       йѵ-^  йи 


йи  йш  йи  йѵ 
и      "ш        и  V 


Дело  приводится  к  отысканию  трех  функций  ы,  ѵ,  от  одного 
параметра,  удовлетворяющих  уравнению  (9),  причем  одна  из  них  должна 
оставаться  произвольной  функцией  от  другой  (чтобы  результат  мог  отно- 
ситься к  любому  уравнению  типа  (1)).  Для  достижения  этой  цели  до- 
статочно обратить  внимание  на  то  обстоятельство,  что  уравнение  (9) 
однородно  относительно  и,  сообразно  этому,  положить 

(10)  ѵ  =  аи,  'т^^и. 

Тогда  из  уравнения  (9)  выводим 

....  йи^  (а  —    йа  й^ 


6    Сборний  Граае 
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Это  уравнение  и  решает  нашу  задачу.  Действительно,  возьмем  за  р 
произвольную  функцию  от  а.  Уравнение  (11)  посредством  квадратуры 
даст  нам  выражение  и  через  а.  После  этого  уравнения  (10)  дадут  нам 
выражения  ѵ  и  ію  через  а.  Далее,  формула  (6)  даст  а  уравнения  (7) 
дадут  а^,  ад,  а^.  Наконец,  уравнения  (2)  и  (3)  дадут  нам  само  ..уравне- 
ние (1).  Это  уравнение  будет 

(12)  уф,_з,(^а,  +  а,|і  +  <і«)=_^іі^<і«. 

Напоминаем,  что  и  дается  уравнением  (И),  а     —  уравнением  (6). 
Дадим  сводку  соответствующих  формул: 


(И)  II 


I.  р=-ср(а). 
йи   (а-~р)б?ао?р 


(10)  Ш.  ѵ^аи,    т  =  ^и. 

(13)  IV.  а^=^^а^[(а^1)^+і]  . 

(14)  V.  а^^а^-^-и,    ад^а^+ам,    а^  =  а^-\-^и. 

Можно  убедиться  прямой  подстановкой,  что  а^,  а^,  а^,  удовлвтюряют 

уравнению  (12).  Функция  остается  произвольной. 
Пример.  Положим 

(15)  ^^са  +  с^. 
Уравнение  (И)  даст 

(16)  Іі^^-  с{е^1)а^се, 

^    '                          и  С(с—1)а2-|.2^і:іа-|-г|~^і 

ИЛИ,  если  положить 

(17)  е  (с  _  1)  «2  +  2СС^0,  ^^с\'-С^ш^% 

т© 

йи  1 

следовательно, 

(18)  «^-7^^-7==— ^  . 
Далеі^  по  уравнениям  (10) 


4-  Сі 


|/^  (г?  — •  1)  а2  4-  2^^а  -Н     —  ^ 

Затем  уравнение  (13)  даст 
(19)  ^  ^         ^2с  (с  —  1)    +  2^с^а  +  _ 
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и  после  этого  требуемое  уравнение  (1)  получится  путем  подстановки 
в  уравнение 

(12')  усіу—у^сіа^+а^^+аи^  :^  —  'іі^1±^(іи 

вместо  аі  его  выражения  (19),  а  вместо  гг  — функции  — "Ри- 

вожу  окончательной  формулы  ввиду  ее  сложности.  Решения  этого  урав- 

нения  будут  а^,  ^і+р^'   ^^'^^^  ^''^'УТ''' 

§  5.  Займемся  теперь  построением  уравнения,  которое  имело  бы 
пять  известных  нам  решений. 

Пусть  а^,  а^,  а^,  '^ь  ^УДУт  какие  угодно  пять  решений  уравне- 
ния (1).  Образуем  из  них  две  группы: 

Ь        а^,  а^,  а^; 
II.  ар         «3,  а^. 
Пусть  и,  V,  т  будут  величины,  относящиеся  к  первой  группе: 

Пусть  й,  -ш,  -ге;'  будут  подобные  же  величины  для  второй  группы: 

Положим,  как  и  раньше, 

(20)  ѵ^аи,    ^^^а,  т'=^^и. 

Мы  имели  раньше 


(И) 
Под 
(21) 


Подобным  же  образом  для  второй  группы  получим 

сіи    (а  —  у)  й-^ 

и       -^{^ — \)йй  —  а{а  —  1)  * 
Следовательно, 

^  ^  у  (7  —  1)  й?а  —  а  (а  —  1)  ^     —  \)  йа  —  а  {а  —  1)  ' 

От  решения  этого  уравнения  зависит  весь  успех  исследованиЯо 
Это  уравнение  можно  переписать  так: 


йа.  сіа  й'З 

Прибавляя  к  каждой  части  по  а,  находим 

а(01-1)~7(рГТ) 


Мр-1)  '      [а{а-\)  Р(р-1) 
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сІ'У.  сі^  йа  сі^  ' 

а  (а  -  1)  ~  а(а~1)"~П^-1) 

Чтобы  упростить  еще  больше,,  перепишем  это  уравнение  так: 

(іа  й-^  йа 

а(а~1)~7Т7^^"а(«~1)~"Т(р"=Л] 


и  вычтем  по  ©динице  из  обеих  частей.  Тогда  получим 
(23) 


т 


сіа 


7— 1       а— і       р  — 1  а—І 

чЭтим  уравнением  мы  и  займемся.  Задача  состоит  в  том,  чтобы  найти 
три  удовлетворяющие  ему  функции  а,  у,^  из  которых  одна  могла  бы 
оставаться  произвольной  функцией  от  другой. 

§  6.  Мы  воспользуемся  теперь  тем,  что  числители  и  знаменатели 
обеих  частей  уравнения  (23)  суть  полные  диференциалы;  сообразно 
этому  положим 


(24) 


(25) 


__і  _  ^  2=г  1п  У  —  1п  а, 

— Т-,-^='^<  «'=-1п(ѵ-1)~Іп(а-1); 

^-^-^==Й'У,    4'  =  Іп(Р-1)-!п(а-1). 


Тогда  уравнение  (23)  принимает  вид 
(26) 

С  другой  сторон формулы  (24)  дают 

у  I 

-і-  =  ^«^,  у  =:  ае'^ 


откуда 

следовательно, 
значит, 
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а 


I      ,      I— а 

— —  і  яхз: 


а  а  ^'-і>  —  1 


Совершенно  так  же  формулы  (25)  дадут 
I       ^       I  ~  а 


откуда  находим 

Следовательно,  каков  бы  ни  был  показатель  к,  имеем 

(^и>  —  1)^   {е']^-^1)к 

Перемножая  почленно  это  уравнение  и  (26),  находим 
^^^^  [е^' —     аоі' {е^' —  іу^ 

Напоминаем,  что  ф  и  ф'  зависят  только  от  а  и  т.  е.  от  четырех 
решений  уравнения  (1),  а  о)  и  ©'  зависят  от  а  и  у,  т.  е.  и  от  пятого 
решения  этого  уравнения,  именно: 


02  —  а|  а2  —  •      (3-2  —  йі 

§  7.  Теперь  остановимся  на  одном  частном  случае,  который,  как 
увидим,  окажется  чрезвычайно  важным.  Именно,  рассмотрим  уравнения 
типа  (1),  для  которых  обе  части  уравнения  (28)  обраш.аются  в  некото- 
рую постоянную  с,  т.  е.  для  которых  ,  ' 


(29) 


Построить  эти  уравнения  типа  (1)  можно  так:  из  уравнения  (50)  на- 
ходим 

(е^  — - 1  )^     ^,с(^^'  —  1  )^  ^сЬ'; 
следовательно,  если  положить 

(31)  к)^^ие^~-1}^а^, 
будем  иметь 

(32)  ^{^^,к)^.^Г{^\к)  +  е,, 

Это  уравнение  определяет  ^  как  функцию  от  а.  После  этого  определяем 
и  по  уравнению  (И)  и  затем  строим  искомое  уравнение,  как  объяснено 
в  §  4,  Не  останавливаясь  на  этом,  займемся  более  важными  соображе- 
ниями. ,  . 
Подобно  уравнению  (32)  мы  имеем  из  уравнение  (29) 

(33)  Р  {ш,  к)  =:сГ  {ш\  к) -{-с^ 
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{^1  и  суть  произвольные  постоянные).  Следовательно,  каковы  бы  ни 
были  постоянные  /г,  с^,  Сд,  если  определить  ^  и  у  из  уравнений  (32) 
и  (33),  ^  и  у  будут  удовлетворять  уравнениям  (29)  и  (30),  а  следо- 
вательно, и  (28);  из  него  же  в  силу  (27)  будет  вытекать  и  уравне- 
ние (26),  т.  е.  эти  Р  и  у  будут  действительно  соответствовать  пяти  реше- 
ниям некоторого  уравнения  типа  (1).  Так  как  при  этом  у  будет  содер- 
жать постоянную  с^,  которой  не  будет  в  самом  уравнении  (1),  то  ясно, 
что  это  у  будет  давать  общий  интеграл  этого  уравнения  (1). 

§  8.  Таким  образом  наши  исследования  привели  нас  к  построению 
нового  класса  уравнений  типа  (1),  допускающих  интегрирование  в  квад- 
ратурах, причем  особенно  замечательно  то,  что  в  составе  интеграла 
этого  уравнения  фигурирует  новая  трансцендентная  функция  Р(г^  к). 
Может  быть,  именно  ее  присутствием  объясняются  те  трудности,  кото- 
рые представляло  до  сих  пор  это  уравнение. 

Ввиду  важности  дела  упростим  по  возможности  этот  результат.  Мы 
имели  выше  уравнения 

—  1    —  1      а  —  1 

^а>'  _  1  —  ІфПГІ  —  -7-  • 

С  другой  стороны,  мы  разбираем  теперь  случай,  когда  выполняются  урав- 
нения (29)  и  (30).  На  основании  (34)  уравнение  (30)  принимает  вид 

^^^^  ду—  аа  ' 

р  — 1  а—і 

Мы  получаем,  значит,  следующий  результат:  общий  интеграл  уравнения 



да   ~~    \а  — 1/ 

дается  уравнением 

(36)      "  Г{^,к)  =  сГ('У,  к)  +  Н, 

где  положено 


и  Н  есть  произвольная  постоянная. 

Уравнение  (35)  относительно  р,  очевидно,  легко  приводится  к  ти- 
пу (1).  Может  быть,  даже  было  бы  правильно  считать  его  основным, 
типическим  видом  уравнения  (1),  которое  тогда  (в  общем  виде)  имело 
бы  такую  форму: 

4  да 

(37)  ^^~^=^Ф(а). 


1  а-І 

§  9.  В  этом  результате  весьма  важно  то,  что  уравнение  (35)  содер- 
жит две  произвольных  постоянных  с  н  к,  причем  оно  может  быть  про- 
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интегрировано  при  ёсяких  значениях  с  и  к.  Это  обстоятельство  откры- 
вает возможность  дальнейших  обобщений,  а  именно  позволяет  применить 
метод  вариации  произвольных  постоянных.  Действительно,  будем  считать 
в  уравнении  (36)  с  и  к  функциями  от  а,  откуда  вытекает,  что  можно 
считать  с  за  функцию  от  к.  Уравнение  (36)  не  перестанет  давать  реше- 
ние уравнения  (35),  если  для  будет  получаться  такое  же  выражение, 
какое  получалось  прежде  (при  постоянных  с  н  к).  Это  дает  нам  сле- 
дующее уравнение: 

(38)  .  =  <р(А),   'П.Ш==.^'(к)П^',к)  +  ^Щ^-^\ 

Если  знать  функцию  ср,  то  это  уравнение  даст  нам  выражение  к^  а  сле- 
довательно, и  с,  как  функцию  от  а.  После  этого  уравнение  (36)  и  дает 
нам  решение  уравнения  (35). 

Предположим  теперь,  что  мы  знаем  четыре  решения  уравнения  (1). 
Зная  их,  мы  находим  по  уравнениям  (7)  и  (10)  соответственные  а  и  р, 
и  значит,  будем  знать  р  как  функцию  от  а.  После  этого  процесс  полу- 
чения искомой  функции  ^  мы  представляем  себе  так:  полученное  выра- 
жение р  через  а  мы  подставляем  в  уравнение  (36)  и  из  этого  уравнения 
и  (38)  исключаем  а.  Получаем  обыкновенное  уравнение  первого  порядка, 
интегрирование  которого  и  даст  нам  функцию  ср  с  одной  произвольной 
постоянной  Г. 

Теперь  обратимся  к  основному  пункту  всего  исследования,  который 
состоит  в  том,  что  общий  интеграл  этого  уравнения  нам  будет  всегда 
известен.  Действительно,  ведь  это  уравнение  получается  так:  нужно 
в  уравнении  (36)  заменить  р  его  выражением  через  а,  присоединить 
уравнение  (38)  и  из  двух  полученных  уравнений  исключить  величину  а. 
Но  ведь  уравнение  (38)  есть  не  что  иное,  как  результат  диференциро- 
вания  предыдущего  уравнения  (36)  в  предположении,  что  а  играет  роль 
постоянного  числа.  Стало  быть,  это  и  есть  как  раз  тот  самый  процесс, 
которым  это  уравнение  получается  из  своего  общего  интеграла.  Следе» 
вательно,  если  в  уравнении  (36)  заменить  а  через  Г,  то  это  уравнение 
и  даст  общий  интеграл  интересующего  нас  уравнения.  Роль  произволь- 
ной постоянной  и  будет  играть  это  Г. 

Таким  образом  для  функции  ср  мы  получим  выражение  с  одной 
произвольной  постоянной  Г,  которой  не  было  в  соотношении  между 
^  и  а,  а  значит,  и  з  самом  уравнении  (1).  Следовательно,  мы  и  по- 
лучим общий  интеграл  этого  уравнения  (1).  Отсюда  и  вытекает,  что, 
зная  четыре  решения  уравнения  (1),  мы  можем  проинтегрировать  это 
уравнение. 


о  НАГРУЖЕННЫХ  ИНТЕГРАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЯХ,  ФУНКЦИИ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  КОТОРЫХ  НЕ  МОНОТОННЫ. 

М.  г.  к  р  е  й  н  (Одесса). 

Введение.  В  дальнейшем  мы  будем  рассматррівать  только  ядра  К{х^з!) 
[а^х,  8  ^  Ь],  удовлетворяющие  следующим  двум  условиям: 

А)  Ядро  ограничено:  \  К {х,  8)\<^М    [а  ^     з  ^  Ь]. 

В)  Если  фиксировать  каким-либо  образом  значение  одной  из  пе- 
ременных X  или  8,  то  ядро  будет  непрерывно  в  интервале  (а,  Ь) 
относительно  другой  переменной. 

Можно  легко  показать,  что  при  этих  условиях  —  для  любых  функ- 
ций о(х)  и  (а^х^Ь)  с  ограниченным  изменением  —  интегралы 

[^  К(х,8)й<з(з)    и    \^  К{х,  8)(іх(х) 

будут  непрерывными  функциями  х,  соответственно  5  в  интерзале  (а,  Ь) 
и,  кроме  того, 

V аі.(х)[Ч((х,  з)аа(з)  =  [^ аа{8)    К{х,  8)ат{х). 

Мы  обозначим  общую  величину  этих  двух  интегралов  через 

К{х,  8)  сіа  (з)  сіх  (х). 

<^  а  о  а 

Целью  этой  статьи  является  детальное  изучение,  при  .допущении  неко- 
торых дополнительных  предположений  относительно  ядра  /С (л:,  5),  „на- 
груженного" интегрального  уравнения 

(1)  ^Лх)  -к[^  К(х,  8)  ср  (5)  йа  (з)  =-/{л:), 

где  функция  распределения  о  (х)  является  произвольной  функцией  с  огра- 
ниченным изменением. 

Известно,  что  если  ядро  К  (х,  з)  непрерывно  в  квадрате  [а^х,  з  ^  Ь], 
то  для  уравнения  (1)  можно  воспроизвести  всю  классическую  теорию 
Фредгольма,  заменяя  во  всех  формулах  этой  теории,  где  фигурируют 
обыкновенные  интегралы  с  диференциалами  йх,  сіз,  йг  и  т.  д.,  эти 
интегралы  на  интегралы  Стилтьеса  с  соответствующими  диференциалами 
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й^з(дг),  йо{8),  (іа(г)  и  т.  д.  ^).  Основные  результаты  теории  Фредгольма 
остаются  верными  для  уравнения  (1)  также  и  в  случае,  когда  яд- 
ро К{х,  з)  удовлетворяет  условиям  А)  и  В),  так  как  в  этом  случае  итери- 
рованное ядро 

/С(2)  {X,  з)  =  [^  К{х,  г)  К  (г,  3)  йо  {г) 

непрерывно  в  квадрате  [а^х,  8^Ь\ 

С  другой  стороны,  теория  Гильберта-Шмидта  вообще  не  верна  для 
уравнения  (1)  с  симметрическим  ядром  К{х,  з).  Для  сохранения  этой 
теории  нужно  предположить  функцию  распределения  а(х)  существенно 
возрастающей  (или  убывающей),  так  как  только  в  этом  случае  интеграл 

\   ^'^  {х)  сІа  (х)  не  обращается  в  нуль  ни  для  какой  непрерывной  функ- 

V  а 

ции  ср(л:)^0,  и  все  процессы  ортогонализации,  играющие  столь  важную 
роль  в  теории  Гильберта-Шмидта,  сохраняются  2). 

Задачей  этой  работы  является  доказательство  того,  что  для  уравне- 
ния (I),  в  котором  о{х)  произвольно,  возможно  построить  теорию, 
в  известном  смысле  аналогичную  теории  Гильберта-Шмидта,  если  пред- 
положить ядро  К{х,  з)  положительным  в  смысле  Мерсера. 

Наше  исследование  уравнения  (1)  значительно  упрощается  использо- 
ванием теоремы  Громмера,  которую  можно  сформулировать  так: 

Теорема  Громмера ^).  Длч  того  чтобы  мероморфная  функция  Р{х)^ 
^сопзі,  обладающая  в  окрестности  точки  2г  =  0  разложением 

/'(^)=-?о  +  ^і^  +  ^2^'+--  -  ' 

имела  только  вещественные  полюсы  (1=1,2,...)  и  допускала 
60  всех  точках  регулярности  разложение 


1)  Уравнение  (1)  является  очень  частным  случаем  уравнений,  изученных 
Радоном  (^.  К  а  (і  о  п,  ОЬег  Ипеаге  Гцпкііопаіігапзіогтаііопеп  ипсі  Рипк1іопаі§іеі- 
сііип^еп,  5іІ2ип§5ЪегісМе  сі.  Акасі.  (і.  \Ѵізз.  Шіеп,  таіЬ.-па1иг\ѵ.  Кі.,  АЬі,  На, 
т.  128  (1919),  стр.  1083—1121;  русский  перевод  в  „Успехах  математических 
наук",  вып.  I,  стр.  200 — 227)  и  Гюнтером  (М.  О  и  п  1  Ь  е  г,  5иг  Іез  іпіё^гаіез  сІе 
81іеі1]ез  еі  іеигз  арріісаііопз  аих  ргоЬіётез  (1е  1а  р11узі^ие  таШётаіі^ие,  Труды 
Физико-математического  института  имени  В.  А.  Стеклова,  т.  1,  1932),  на  кото- 
рые эти  авторы  распространили  теорию  Фредгольма. 

2)  Можно,  впрочем,  рассматривать  теорию  Гильберта-Шмидта  как  справед- 
ливую также  и  для  случая  монотонной  функции  о  если  условиться  не  де- 
лать различия  между  двумя  непрерывными  функциями,  отличными  друг  от 
друга  только  в  интервалах  постоянства  функции  о  {х).  Нагруженное  интеграіь- 
ное  уравнение  с  симметрическим  ядром  и  с  существенно  "возрастающей  о  {х) 
рассматривалось  впервые  (для  одного  частного  случая)  Кнезером' (А.  К  п  е  з  е  г, 
Веіазіеіе  Іпіе^гаі^іеісііип^еп,  Кеп(іісоп1І  йеі  Сігсоіо  Маіешаіісо  (іі  Раіегто,  т,  37 
(1914),  стр.  169—197.) 

3)  і.  О  г  о  т  111  е  г,  Оапге  Ігапзгеікіепіе  Рипкііопеп  тіі  Іаиіег  гееііеп  МііИ- 
Біеііеп,  іоигпаі  Шг  (Ііе  геіпе  ипсі  апде>уап(11е  МаШетаІік,  т.  144  (1914),  стр. 
114-166, 
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где  а  в^п  т.  =  з^п     (г     1 ,  2,  .  .  . ),  необходимо  и  достаточщ 

чтобы  квадратичные  формы 

п 

2  ^і.,Ц>,  («=о,  1,2, ...) 

/.  /е=0 

были  все  неотрицательными. 

Можно  было  бы  избежать  в  наших  исследованиях  использование 
теоремы  Громмера,  но  мы  этого  делать  не  хотим,  так  как  рассматриваем 
эту  теорему  как  инструмент,  употребление  которого  весьма  естественно  г 
известных  вопросах  теории  линейных  операторов.  Заметим  кстати,  чтс 
теорема  Громмера  может  быть  также  очень  полезна  в  теории  сим- 
метризуемых  ядер,  равно  как  и  в  обычной  теории  интегральных  уравне- 
ний с  симметрическим  ядром. 

Наиболее  трудной  частью  наших  исследований  является  та,  в  кото- 
рой устанавливается,  при  известных  условиях  относительно  К(х,  з), 
равенство  между  числом  положительных  характеристических  чисел  урав- 
нения (1)  и  числом  точек  роста  положительного  изменения  Р(х)  функции 
з(х)  (см.  теорему  4).  Мы  пользуемся  следующим  предложением: 

Обобщенная  теорема  Ф.  Рисса.  Пусть  Е  —  замкнутое  множество 
точек  в  интервале  {а,  Ь)  и  { (х)  ]  —  последовательность  функций, 
непрерывных  в  (а,  Ь).  Для  того  чтобы  для  всякой  непрерывной  функции 
/{х)  (а^х^Ь)  а  всякого  8>0  существовала  линейная  комбинация 

^о,кая,  что 

ѣ 

/(х)  —  2  ^і^і  (-^)  <  ^    "Р"    ха.  Е, 

необходимо  и  достаточно,  чтобы  всякая  функция  х(х)  (а^х^  Ь) 
с  ограниченным  изменением»  удовлетворяющая  условиям 

1)  т(л:)==у[т(х  +  0)+ т(Х""0)]    при  й!<л;<^  | 

2)  (х)  (іт  (х)  =  О    при  всех  і  ~  1 ,  2,  3,  .  .  . , 

^  а 

3)  все  точки  изменения     т  (х)  принадлежат  к  Е, 
сводилась  к  постоянной. 

Ф.  Рисе  установил  это  предложение  для  частного  случая  Е^(а,  Ь), 
в  котором,  следовательно,  условие  3)  всегда  выполнено.  Но  можно  тем 
же  способом  доказать  справедливость  этого  предложения  в  общем  случае  ^). 
Заметим  еще,  что  интегральное  уравнение  (1)  с  симметрическим  поло- 
жительным ядром  К(Ху  8)  является  сопряженным  с  полярным  интеграль- 
ным уравнением  ; 

(2)  ф  (х)     X  Г  ^  Л  (х)  К  (X,  в)  сі)  (5)  аз  ==/(х), 

 ________„  ^ 

4)  Определение  этого  термина  см.  на  стр.  98. 

Б)  Р.  Кіезг,  5иг  сегіаіпз  зузіётез  зіп^иііегз  сі'ё^иа1іоп5  іпіёдгаіез,  Аппаіѳй 
сіе  Г^хоіе  N0^316  Зирёгіеиге,  т.  28  (1911),  стр.  33—62.  . 

6)  Доказательство  этой  теоремы  можно  упростить,  употребляя  современные; 
методы,  изложенные  в  книге  8,  В  а  ц  а  с  Ь,  ТЬёогіе  Зез  орёгаііопз  Ііпёаігез,' 
стр.  58,  59,  \\^агз2а\ѵа,  1932. 
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гели  а{х)=^{^  Л  (х)  СІ.Х.  Можно  поэтому  рассматривать  наши  исследова- 

^  а 

яия  как  содержащие  некоторые  дополнения  к  исследованиям  Гильберта  ^), 
Марти  8),  Гарбе     и  Мерсера 

Заметим,  наконец,  что  конечные  результаты  этих  исследований  уже 
эпубликованы  в  заметке,  помеихенной  в  Докладах  Парижской  академии 

§  1.  1.  Пусть  К{х,8)  [а^х,  8^Ь]  —  симметрическое  веществен-ное 
ядро,  удовлетворяющее  условиям  А)  и  В),  приведенным  во  введении. 
Такое  ядро  называется  положительным,  если  для  каждой  функции  х  (х) 
\а^х^Ь)  с  ограниченным  изменением  имеет  место  неравенство 

(3)  [^  \^  Кіх,з)сіт{х)с1т{8)^0. 

Заметим  еще,  что  при  положительном  ядре  К(х,  з)  равенство 

(4)  К(Х,8)(ІХ,(Х)(ІТ,{8)  =  0 

для  какой-либо  функции  т=іо  имеет  место  тогда  и  только  тогда,  когда 

(5)  \^  К(х,  8)с1то{8)~0  (а^х^Ь), 
Действительно,  полагая  в  (3)  'с(х)=То{х)-\- а^^{х)  (а<^^^),  где 

^         \  1  (і^х^Ь), 
получим  в  силу  (4) 

2а[^  К(і,  8)  йх.  (8)  +  аЖ(і,  і)  >  0. 

^  а 

Гак  как  это  неравенство  имеет  место  для  всякого  вещественного  а,  то 
этсюда  заключаем,  что 

К(і.8)(іт^(8)~0  (а^і^Ь), 

Итак,  из  (4)  следует  (5);  обратное  очевидно. 

После  этого  предварительного  замечания  перейдем  к  изучению  нагру- 
женного интегрального  уравнения 

(6)  ^{х)  —  1?Кіх,8)і^(8)ааІ8)  =  0, 

а 

^?)  О.  и  П  Ь  е  г  1,  ОгипсІ2й§е  еіпег  аіі^етеіпег  ТЬеогіе  сіег  Ипеагеп  Іпіе^гаІ- 
2ІеісЬип§еп,  гл.  XV,  стр.  195—204. 

8)  і.  Магіу,  8иг  ипе  ё^иа1іоп  Іпіёдгаіе,  С.  К.  Асасі.  5сі.  РагІз,  т.  150  (1910), 
стр.  515 — 518;  Оёѵеіорретепіз  зиіѵапі;  сегіаіпез  зоіиііопз  8Іп§и1іёгез,  там  же, 
стр.  603—606. 

'  9)  Е.  О  а  г  Ь  е,  2иг  ТЬеогіе  сіег  Іпіе^гаі^іеісііипд  сігіиег  Агі,  МаШ.  Аппаіеп, 
т.  76  (1915),  стр.  527—547. 

10)  Л.  М  е  г  с  е  г,  ЗуттеігізаЫе  {ипсііопз  апсі  Шеіг  ехрапзіоп  іп  іегтз  оі 
ЫогШо§опа1  Іипсііопз,  Ьопсіоп  І^оу.  8ос.  Ргос.  (А),  т.  97  (1920),  стр.  401—413. 

11)  М.  К  г  е  і  п,  Зиг  Іез  ёдиаііспз  іпіё^гаіез  сЬащёез,  С.  К.  Асад.  5сі.  Рагіз,  т.  201 
(1935),  стр.  24 — 26.  В  этой  заметке  предполагается,  что  ядро  (л:,  5)  непрерывно 
в  квадрате  5^^),  но,  как  мы  покажем  далее,  достаточно  предположить, 
что  К{х,  5)  удовлетворяет  условиям  А)  и  В), 
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где  К(х,  ^  вещественное  симметрическое  положительно®  ядро  и  (з(х)-- 
какая-либо  определенная  функция  с  ограниченным  изменением.  Прежде! 
всего,  допуская,  что  это  уравнение  обладает  фундаментальными  функциями 
и,  следовательно,  характеристическими  числами,  сформулируем  несколько 
простых  предложений:  ! 

1°.  Каждые  две  фундаментальные  функции  ^^(х)  и  ^^(х),  соответ- 
ствующие   двум    различным    характеристическим    числам  \  4= 
ортогональны,  т.  е.  | 

Доказательство  ничем  не  отличается  от  доказательства  аналогичного! 
предложения  в  теории  обыкновенных  уравнений  с  симметрическим  ядром; 

2*^.  Все  характеристические  числа  рассматриваемого  уравнение, 
вещественны.  \ 

В  самом  деле,  пусть  Хо  есть  характеристическое  число  и  (х)  — 
соответствующая  фундаментальная  функция.  Если  Хо  комплексно,  то  сопря 
женная  величина  Хо  Ф  Хо  является  также  характеристическим  числом: 
с  фундаментальной  функцией  сро(х).  Но  тогда  фундаментальные  функции 
(х)  =  ф  (х) -|- (х)     и    с^д(х)  =  ф(х)  —  іу^(х)  ортогональны  и  потом}; 

Хо       (х)     {х)     (х)  =  ^  ^  ^  ^  /С  (х,  5)  сро  (х)  ср^  (5)     (х)     (з)  ^  | 
=  ^  Ч  Ч  (X,  5)  ф  (X)  ф  М     (X)     (3)  4- 

•>  с  •-'  д 

+  \'\'  К{х,з)х(х)1  {!)  аа  (X)  аа  (5)  =  0. 

а  а 

Так  как  ядро  ЛГ(х,  5)  положительно,  то  отсюда  заключаем,  что 
К{х,з)^(х)^{з)аа{х)аа{з);=== 

й  V  а 

=     \^  К{х,  з)  і(х)  1(3)  ао(х)сіо  {3)^0. 

а  а 

Но  это,  на  основании  сделанного  выше  замечания  об  эквивалентності 
равенств  (4)  и  (5),  дает 

с  ъ  с  ь 

\   к  (х,  з)  ф  (5)  (іо  (з)^\   к  (х,    X  (5)     ($)  ш  О, 

И,  следовательно, 

(х)^1о[^  К (х,  з)  (ро  (^)     (5)  ^  О, 

^  а 

ЧТО  невозможно. 

Из  вещественности  характеристических  чисел  уравнения  (б)  следует,  чті 
всякая  фундаментальная  функция      і^)  раскладывается  на  две  веществен 

ные  фундаментальные  функции  ф— 2'(^о~1"^о)  "  (^о  —  ^о)- 

ограничимся  поэтому  в  дальнейшем  изучением  вещественных  фундамен 
тальных  функций. 


3®.  Конечномерное  і^)  линейное  многообразие     всех  фундаменталь- 
ых  функций,  соответствующих  одному  и  тому  же  характеристи- 
ескому  числу  \,  содержит  ортогональный  базис  ^^^{х),  ^^{х)"^^), 
том  смысле,  что 

В  самом  деле,  положим  для  двух  каких-либо  функций  ^  с:      и  ф  с:  Л'^ 
[^,  ф]  =  8дп      %  {х)  ф  (л:)  й?а  (.^;). 

'произведение"  [ср,  ф]  обладает  в  всеми  свойствами  обыкновенного 
ігалярного  произведения:  оно  билинейно,  симметрично  и 

[^,  (^]  I  '  I V (л:,  5)  ср  (л:)    (5)      (X)  ^сг  (^)  >  О, 

!сли  Ф  с  и  (р^О.  Следовательно,  в  метризованном  таким  обра- 
юм       существует  базис  ср^,       ...,^Р;и,  для  которого 

іто  и  доказывает  предложение  3*^. 

Строя  для  каждого  характеристического  числа  соответствующий  орто- 
-ональный  базис  и  располагая  функции  этих  базисов  в  последователь- 
ііость  (конечную  или  бесконечную),  приходим  в  силу  1°  к  следующему 
заключению: 

4°.  Из  фундаментальных  функций  уравнения  (6)  можно  образо- , 
шть  последовательность  ,  .     ортонормальную  в  том  смысле, 

что 

(7)  [\,(х)(р,(х)^а(х)  =  ('^"^'  1.2,...), 

\где  \  (/=1,2,.,,)  —  характеристические  числа,  соответствуюи^ие 
\фундаментальным  функциям  ср^  (/ =  1 ,  2,  . . .),  й  полную  в  том  смысле, 
\что  всякая  фундаментальная  функция  уравнения  (6)  есть  линейная 
{комбинация  конечного  числа  функций  этой  последовательности. 

Пусть  —  какое-либо  из  характеристических  чисел  уравнения  (6). 
Положим 

(8)  /Со  (X,  8)^  К  (Х,  5)       2^   5^П  Х^, 

где  суммирование  распространяется  на  значения  /,  для  которых  Х^  =  Хд, 
Здесь,  как  и  в  дальнейшем,  мы  обозначим  через  {ср.}  полную  ортонор- 


12)  Конечномерность  многообразия  вытекает  из  отмеченного  ранее  об- 
етоятетьства,  что  для  исследуемого  интегрального  уравнения  сохраняет  силу 
теория  Фредгольма. 

Ш.  18)  Так  что  т  является  числом  измерений  многообразия  ^о. 


мальную  последовательность  фундаментальных  функций  уравнения  (6; 
и  через  {X,.} — последовательность  соответствующих  характеристически? 
чисел. 

5°,  Полную  ортонормалъную  последовательность  фундаментальных 
функций  уравнения  | 

(9)  Ф  (л:)  —  X  Г  X  (лг,  5)  ^  (5)  й(сг  (5)  ^  О  I 

^  а 

можно  получить,  выкидывая  из  последовательности  {ср^.}  фундамеш 
тальные  функции,  соответствующие  \\  соответствующую  последо- 
вательность характеристических  чисел  получим,  удаляя  из  последо- 
вательности {\^}  члены,  равные  \. 

В  самом  деле,  в  силу  І*^  или  (7)  имеем 

ф .  (х)  =  \  \  ^     (х,  5)  .  (5)     (8)    для    \  ф  Х^. 

С  другой  стороны,  если  ф  (х)  есть  фундаментальная  функция  уравне- 
ния (9),  то 

(10)  ^Ь(Х)^Л'  К,(х,8)^(8)а0(8), 

а 

а  потому,  так  как 

(11)  У  К^(х,8)^і(х)а(5(х)^0    при    Х^  =  Хо, 

г)  а 

получаем 

(12)  ^(х)и^^(х)(іо(х)^0    при  Х^==Хо. 

^  и 

Но  тогда  из  (8)  и  (10)  находим,  что 

^(х)^Л'  К(х,8)^(8)й:і(8). 

о  а 

Следовательно,  ф  (х)  есть  фундаментальная  функция  уравнения  (6);  в  силу 
(12)  ріфХ^  и  <Ь(х)  есть  линейная  комбинация  конечного  числа  фунда- 
ментальных функций  ср.,  для  которых  Х.=  |лфХо,  ч.  и  тр.  д. 

Обозначим  через  Г(л:,  5;Х)  резольвенту  уравнения  (6);  в  окрестности 
точки  Х==0  будем  иметь 

Г  (X,  8;1)^К  (X,  8)  +  ІК^^)  (X,  8)  4-  ІЩ^^)  (X,  5)  +  . . , , 
где  итерированные  ядра  К^"-^  (х,  з)  определены  следующими  формулами; 
Л'(^)  (X,  3)  ^  К(х,  8),    К^^^-^^  {X,  з)^[^  К{х,  г)  К^^)  (г,  в)  сіа  (г) 

(я==2,  3,..,). 

Легко  проверить  с  помощью  формул  (И)  и  (7),  что  равенство  (8) 
влечет  за  собой  равенства 

и,  следовательно, 

(1.3)  Г  (X,     X)     Г,  (X,  з;  X)  +         ^  '^,  (х)  '^,  (з)  •  ^^п  \. 
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Отсюда  мы  приходим  к  такому  предложению: 

б^.  Пусть  т  (х)  —  произвольная  функция  с  ограниченным  изменением. 
Г лавная  часть  мероморфной  функции 

/=-().)    С Г (X,  8]  I)  аі [X)  ах (3) 

,)  а  ^  а 

в  окрестности  полюса  1  =  \  равна 


в  самом  деле,  в  силу  (13) 

I  *  Гг(х,     X)  ах{х)с1т{з):=^  Г  Гт^іх,  з;  I)  сіх  (х)  сіі:  (з)  + 

^  а     а  а»^  а 


где  первый  член  правой  части  является,  в  силу  5^,  функцией,  регуляр- 
ной в  точке  Х  =  Хд. 

Теперь  мы  располагаем  всем  необходимым  для  того,  чтобы  дать  до- 
статочно краткое  доказательство  следующей  теоремы: 

Теорема  1.  Если  ядро  К{х,  з),  удовлетворяющее  условиям  к)  и  В), 
положительно,  то  интегральное  уравнение 

ср  (х)  —  X  Г  /С  (X,  5)  ср  (5)  йа  (з)  ^  О 

•}  а 

обладает  по  крайней  мере  одним  характеристическим  числом  тогда 
и  только  тогда,  когда  К^'^'^  (х,  8)^0. 

Если  это  условие  выполнено,  то  уравнению  (6)  соответствует 
полная  ортонормальная  последовательность  фундаментальных  функ- 

гді  \  есть  характеристическое  число,  соответствующее  ш,  (/=^1, 
2,...). 

Итерированные  ядра  К^^^Цх,  з)  (я  ==2,  3,  . . ,)  разлагаются  в  ряды 
по  фундаментальным  фіункциям 

(15)  /С('"(х,5)  =  Х--Чг^^^2пХ,    {й-2,3,  <о<оо), 

равномерно  и  абсолютно  сходящиеся  в  квадрате  [а^х^  з^Ь]. 
Кроме  того, 

(16)  к(х,  в)^ц  (X, 4-  Ц  ^-^^4^  *гп ),, 
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гІ^е  І^(х,  з)  либо  тождественно  равно  нулю  либо,  и  К{х^  з),  есть 
положительное  ядро,  удовлетворяющее  условиям  А)  и  В)  и  такое, 
что 

(х,8)~\'  Н  (X,  г)  Н  (г,  5)     (г)  -  0. 

^  а 

Доказательство.  Пусть  т (х) ~- какая-либо  функция  с  ограни- 
ченным изменением.  Рассмотрим  мероморфную  функцию 

р(1)^\'\'і(^Х,8'Л)  сіх  (х)  сіт  (3)      2  '^^'^ 

где. 

з,:^['^'^К^'^'Нх,  з)аі:{х)ат{8)    {к==0,  1,2,...). 
Покажем,  что  квадратичные  формы 

п 

і,  к=^0 

все  неотрицательны.  В  самом  деле,  полагая 

находим  легко,  что 

21  ^і^йіЪ^  \'\'К{х,  3)     (X)  §^  {8)  йо  (X)  йо  (8)  >  о  ^^).  1 

Мы  можем  применить  теперь  к  функции  Рі)^)  теорему  Громмера  (см. 
введение).  По  этой  теореме  функция  Г(\)  не  имеет  полюсов  только  тогда, 
когда  она  сводится  к  постоянной,  т.  е.  когда  5^  — 5'2  =  5д=  .  .  .  =0. 
Следовательно,  если  интегральное  уравнение  (6)  не  имеет  характеристи- 
ческих чисел  и,  значит,  Г(х,з/;Х)  и  р(к)  суть  целые  функции,  то 

(17)  Ч^ѴѴ  ^^^^  (^^        (^)     (^)  =  О- 

2  а^і  а 

Так  как  это  равенство  имеет  место  для  всякой  функции  т  [х)  с  ограни- 
ченным изменением,  то  отсюда  заключаем,  что  /С^^)  (д-^  з)^0^^).  Обратно, 
из  этого  тождества  следует,  что  К^"-"*  (х,  5)^0  (/г  — 2,  3,  . . .),  Г (х,  5;);)  = 
^К{х,  з)  и,  значит,  в  этом  случае  уравнение  (6)  не  имеет  характери- 
стических чисел.  Первая  часть  теоремы  тем  самым  доказана. 


14)  Так  как  /С(х,  положительно. 

^^)  В  самом  деле,  полагая  в  (17)  і{х)=^^^{х)  {а^і^Ь),  где 


ГО  {а^х<і) 
1  [і^х^Ъ), 


находим,  что  /С^^)  {і,  і)  =  0.  Полагая  затем  т  [х)  ^  {х)  ~\-  (х)  {а  <  ^і,  ^  ^)» 
получаем  /С^^)  (^і,  ^2)  ^  О      ^     Ч  ^  ^)- 
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Если  К^^Цх,  з)ф.О,  то  функция /'(л)  является  вообще  мероморфной 
:  полюсами  в  точках  Х  =  Х^.  (/  =  1,  2,  ,  .  .)  и  мы  получаем,  согласно  теореме 
Громмера,  разложение 

I  ]  '  5  *  г  (X,     і)  Л  (х)  а-  (5)  =     +  ^  ^-^^^ , 

Принимая  во  внимание  предложение  6°,  мы  видим,  что  здесь  можно 
юложить 

т.:=={\^^,{х)ах{х)Ув^п\  2„ 

^мея  эти  выражения  для   т^,   положим  сначала   в   (18)   т(х)  — Ё^(х) 

а  ^  ^  ^)  и  затем  •  т  (х)  (х)  --\-  (х);  мы  придем  тогда  к  соотно- 
шению 

19)                 Т{г,(;  I)  =  /?  (г,    +  Ё  ^^" 

Это  соотношение  включает  в  себя  все  разложения  (15)  и  (16).  Так  как 
представляет  величину        в  (18)  при  х{х)  =  ^^(х)  (а^і^Ь), 
го,  по  теореме  Громмера,  получаем  неравенство  ^{х,х)^0  (а^х^д). 
Поэтому  из  (16)  имеем 

.2 


/=1 


Опираясь  на  это  неравенство,  легко  доказать,  что  разложения  (15)  схо- 
дятся абсолютно  и  равномерно  в  квадрате  [а^лг,  5^^],  Кроме  того, 
неравенство  (20)  вместе  с  неравенством 

2-     1,-    р  г  2м      I/  2-  іх,і 

т  ^         т  '  т 

юказывает,  что  ряд  2^ — г-г-г —  сходится  абсолютно  и  равномерно  от- 

іосительно  одной  из  переменных,  когда  другая  фиксирована,  и  его  сумма 
ість  ограниченная  функция  в  квадрате  [а^х,  з^Ь].  Отсюда  следует, 
іто  функция  /?(х,  5)  удовлетворяет  условиям  А)  и  В).  Ядро  (х,  5) 
іибо  тождественно  обращается  в  нуль,  либо  положительно,  так  как 
і  силу  (18),  (19)  и  теоремы  Громмера 

|Р  Наконец,  из  разложения' (16) ,  следует  в  силу  (14),  что 

/<•  (х,  5)     {3}  аа  {3)^0    (а  <  X  ^     г  =  1 ,  2,  ,  _ ), 
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й  значит, 

/^(2'  (X,  5)  =    (X,  5)  +  X  "^—^^  веп  V 

Но  это  равенство  совместимо  с  (15)  лишь  при  условии  /^^^)  (х,  5)  ™  0. 
Теорема  1,  таким  образом,  полностью  доказана. 

2.  Не  ограничивая  общности,  мы  можем  нормировать  в  дальнейшем^ 
всякую  функцию  х{х)  с  ограниченным  изменением  [в  том  числе  и  функ- 
цию распределения  а  {х)]  гак,  чтобы 

т  (а:)  = -^— ^-1 — ^ — при  <2<;х<^. 

Дадим  два  определения. 

О  п  р"е  д  е  л  е  н  и  е  1 .  Симметрическое  ядро  К{х^  з),  удовлетворяющее 
условиям  А)  и  В),  называется  абсолютно  замкнутым,  если  не  суще- 
ствует никакой  функции  х(х)  с  ограниченным  изменением  (и  нормиро- 
ванной), для  которой 

^  К (х,  з)  сі.х{з)~0  (а^х^Ь), 

Определение  2.  Симметрическое  ядро  К{х,  з),  удовлетворяюще 
условиям  А)  н  В),  называется  абсолютно  положительным,  если  д; 
всякой  функции  т(лг)^соп8І  с  ограниченным  изменением  (и  нормирс 
ванной)  интеграл 

'у  \  К(х,  з)  йх  (х)  сіх  (з) 

положителен. 

Согласно  замечанию,  сделанному  в  начале  настоящего  параграфа, 
положительное  ядро  К{х,  з)  абсолютно  положительно  тогда  и  только 
тогда,  когда  оно  абсолютно  замкнуто. 

Условимся  еще  обозначать  через  совокупность  точек  изменения 
функции  т  (х)  с  ограниченным  изменением.  Под  точкой  измененищ 
функции  с  ограііиченным  изменением  х{х)  (а^х^Ь)  мы  понимаем 
всякую  точку  интервала  (а,  /?),  которая  не  содержится  ни  в  каком  под- 
интервале,  в  котором  т(х)  — С0П8І.  Очевидно,       всегда  замкнуто. 

Теорема  2.  Если  К(х,  з)  абсолютно  положительна  а  срункция  рас- 
пределения а  (х)  не  есть  константа,  то  К^^^  (х,  з)  0. 

В  разложении 

К{х,  5)  =    (х,  5)  +   г—  8§п  \    (а  <  X,  5  <  Ь) 

Т1[х,  з)~^  для  ха.[а,  Ъ)  и  заЕ^, 

Доказательство.  Положим  при  всяком  зс:{а^  Ь) 

т^(х)  =  Г^Л:(г,  5)^а(г)  (а^х^Ь). 

Тогда 

К^^){х,8)=?  К{х,г)(іх^г). 

т 


Следовательно,  если  К^^Цх,  5)^0,  то  (л:)  —  (^)  —  О  (а^х^Ь),  так 
как  К(х,  5)  абсолютно  замкнуто.  В  частности, 

ДЛЯ   всякого  8с:(а,  Ь)\  но  это  невозможно  для  абсолютно  замкнутого 
ядра.  Следовательно,  первая  часть  теоремы  доказана. 
Положим  теперь  для  всякого  5  с:  (а,  Ь) 

со  (х)  =    /? (г,  5)  ^5 (г)  (а^х^Ь), 

Тогда 

ь  ь  ^ 

г)  йГш, (г)  =  г)  (/С (г,  5)  - X  — и  =  о, 

так  как 

Но         5)  абсолютно  замкнуто,  поэтому 

(21)  со^ (X)  =  р /?  (г,  5)     (г)  =  О  (а^х^Ь). 

С  другой  стороны,  легко  проверить,  что  если  для  непрерывной  функ- 
ции  /(х)  интеграл  ^  /(г)с1з{г)  тождественно  равен  нулю,  то  /{х)==0 
для  всех  хаЕ^'^^).  Поэтому  из  равенства  (21)  вытекает^  что 
/^(х,  5)  =  0    для  всех  хаЕ^, 

Это  имезт  место  при  всяком  зс:{а,  Ь),  и  теорема  доказана. 

Следствие  1.  Если  К(х,  з)  абсолютно  положительно  и  всякая 
точка  хс:(а,  Ь)  есть  точка  изменения  а(х),  то  разложение 


(22)  Л'(х,5)  =  Х'А1;|— 


имеет  место  во  всем  квадрате  [а^х.з^Ь]. 

Возвращаясь  к  случаю  произвольного  Е^,  заметим  еще,  что  если 
К{х,  х)  непрерывна  на  множестве  Е^^  то  разложение  (22)  абсолютно  и 
равномерно  сходится  на  множестве  Р  точек  (х,  ^),  где  хс:(а,  Ь)  и  ^сЯ^. 
В  самом  деле,  так  как  разложение 


^б)  В  самом  деле,  предполагая,  что,  наоборот,  /(х)фО  при  Хд  — е^лг^ 
^  дго  +  е,  где  С  Е^,  мы  находим  из  тождества  т  {х)  —А  /  (г)  [г)  =г  О,  что 
Гх  Рх  1 

I  (іи[х)—  I  -^— -  (д:)  —  О  при  —  е  ^ .г ^ +  в  противоречие 
с  условием  лго  с 
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равномерно  сходится  на  Ё^^  то  в  силу  теоремы  Дини^^)  мы  с  помощью 
неравенства 


заключаем,  что  разложение  (22)  сходится  равномерно  и  абсолютно  на  Р  Щ: 
§  2.  Определение.  Конечная  или  бесконечная  последовательность 
{/^.  (х)}  функций,  непрерывных  в  {а^  Ь),  называется  абсолютно  замкну- 
той на  множестве  Е с:  {а,  Ь),  если  для  всякой  непрерывной  на  {а,  Ь) 

п 

функции  и  всякого  5^0  существует  линейная  комбинация  ^С^^(х) 
функций  последовательности  такая,  что 


і=1 


<;е    для  всех  хсіЕ. 


Согласно  обобпденной  теореме  Ф.  Рисса,  последовательность  {/^(х)) 
абсолютно  замкнута  на  замкнутом  множестве  Ес:(а,  Ь)  тогда  и  только 
тогда,  когда  не  суп^ествует  никакой  нормированной  функции  т(х) 
(а  ^  л:         с  ограниченным  положительным  изменением  такой,  чіо  Е^^Е 

и  ^    (х)  йх  (х)  =  О  для  всех  /  —  1,2,... 

Опираясь  на  это,  нетрудно  доказать  следующую  теорему: 

Теорема  3.  Если  ядро  К{х,  з)  абсолютно  положительно  и  ѵага^О, 

то  полная  ортонормалъная  последовательность  { }  фундаментальных 

функций  уравнения  (6)  абсолютно  замкнута  на  Е^. 

Доказательство.    В   самом    деле,    если    т  (х)  —  нормированная 

функция  с  ограниченным  положительным  изменением  и  если  Е^аЕ.,  то 

согласно  теореме  2 

р        *  ^  {х) 

(23)  К{х,  з)с1х  (з)  =^  2Іа  тут  ^'^  ^ 

так  как 

{х,  з)  (іх  (з)  ^  о  (а^х^Ь) 

п  силу  того,  что 

Г/(-ѵ)Л(х)=о, 

©ели  /(х)  =  0  для  хаЕ^^. 

С  другой  стороны,  так  как  К{х,  з)  абсолютно  положительно,  то  левая 
часть  равенства  (23)  не  обращается  в  нуль  тождественно,  и  поэтому 

по  крайней  мере  один  из  интегралов  ^  (^•(з)сІх(з)  (/^І,  2,  .  .  .)  от- 
дичен  от  нуля.  Тем  самым  теорема  доказана. 


Щ  См.  Г  у  р  с  а.  Курс  математического  анализа,  т.  III,  ч.  II,  стр.  120. 

^8)  Следовательно,  ядро  К{х,  з)  непрерывно  на  Е.  Вообще  можно  показать, 
что  еслрі  для  положительного  ялра  К{х,  з)  функция  К{х,  х)  непрерывна  на  зам- 
кнутом множестве  Ес1{а,Ъ),  то  ядро  К{х,з)  непрерывно  на  множестве  Г 
точек  {х,  8)і  для  которых  X  С  {а,  Ь)  и  ^  с  Е. 
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Теорема  4.  Пусть 

а  (х)  =  а  {а)     Я  (х)  Ы{х) 


есть  разложение  а  на  ее  положительное  (Р)  а  отрицательное  (М) 
изменения.  Если  ядро  К{х,  8)  абсолютно  положительно,  то  уравне- 
ние (6)  имеет  конечное  число  положительных  характеристических 
чисел  тогда  и  только  тогда,  когда  Р  (х)  имеет  конечное  число  точек 
роста,  причем  тогда  эти  два  числа  совпадают. 

Аналогичная  теорема  имеет  место  и  для  функции  М(х). 

Доказательство.  В  случае,  когда  Р{х)  имеет  конечное  число 
точек  роста  ^:^,  л:,,  .  .  .  ,  в  интервале  {а,  Ь),  для  всякой  непрерывной 
функции  /(х)  можно  написать  равенство 

(24)  \' /(X)     (X)  =  ? /(X)  йР  {х)  —  Г  {[X)  (ІЫ{х) 

'^а  "^а 

где 

/^.:-Р(д^,  +  0)-~Р(д:^,  — 0)>0       =     2,,..,  я). 
р 

Полагая  в  (24)  /(х)  =2^/^/ ^і'  То,  ■  .  -  »  ^„  образуют  какую- 

либо  ортонормальную  систему  фундаментальных  функций  уравнения  (6), 
соответствующих  положительным  характеристическим  числам  Х^Д,, ... /а^ 
(некоторые  из  которых  могут  совпадать),  получаем  в  силу  (14)  ,, 

(25)  г^иі^/^у-і'^/*^^' 

где 

^у=--2'/Т/(-^/)  2,  ...  ,  /г) 

И  квадратичная  форма 

неотрицательна. 

Покажем,  что,  обратно,  если  в  последовательности  характеристических 
чисел  {1.}  (соответствуюидей  полной  ортонормальной  системе  фундамен- 
тальных функций  {ср^. }  уравнения  ,(6))  имеется  только  р  положительных 
-характеристических  чисел,  то  число  /г  точек  роста  Р{х)  конечно  и  ^р. 
Отсюда  легко  будет  вывести  справедливость  доказываемой  теоремы. 

Пусть,  например,  Х^->0  при  /  =  1 ,  2,  .  .  .  ,  /?  и  Х- <<0  для 
Тогда  в  силу  (14)  имеем  соотношение 
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с  другой  стороны,  легко  видеть,  что  если  Р{х)  имсэт  по  крайней 
мере  т  точек  роста,  то  можно  выбрать  в  интервале  {а,  Ь)  2т  точек 
непрерывности  а  (х):      <<    •<  ^2  <  ?2      •  •  •  ^     <С  Кі^  "^^^»  чтобы 

Д;=^Ф/)-"СГ(а,)>0     (У=1,  2,  ...  ,  /72). 

Отправляясь  от  полученных  таким  образом  интервалов  /у=г(а;,  р,) 
(у=1,  2,...,  т),  определим  непрерывные  функции  (х)  (у  — 
=  1,  2,  .  .  .  ,  т;  а>0)  следующими  условиями: 


(27) 


(О    при  хаСІи 
1    при    ^с:(ау-1-8,  Ру-8), 
[  ХУМ-^)  линейна  в  (ау,  ау-[-8)  и  (р^  —  е,  ру), 


где  СІ]  =  {а,  Ь)  —  Іі  (7=1,  2,...,  т).  Так  как  последозательчость 
{ (х) )  согласно  теореме  3  абсолютно  замкнута  на  Е^,  то  для  достаточно 
большого  V  сундествуют  линейные  комбинации 


такиз,  что 
(28) 

Положим  в  (26) 
29) 


(/=1,2,  ...,ш) 

/=і 

\і^рМ—Г^Нх)\<г    при  хаЕ^. 


где  (1—1,  2,  .  . .  ,  ѵ),  очевидно,  выражаются  линейно  через  переменны 
%•  и=^^^  2,  .  ,  .  ,  т).  Тогда  в  силу  (26)  и  (29)  получаем 


(30) 
где 


«1*  =  Г/1-'^  М/?'  М  ^^зМ    (г,  й=  1,  2,  . .  .  ,  т). 


Равенство^  (30)  показывает,  что  число  положительных  квадратов  квадра 
тичной  формы 


(31) 

не  превосходит  /?. 

Покажем  теперь,  что 


2 

і,  к  =  1 


(32) 


,е^о  [о     (^  ф  к). 


В  самом  деле,  в  силу  (27)  и  (28)  имеем 

(33)  \ггі-)\<і''^'  (/=1,2,...,^). 

(     г      при  xс:СI^•Е^ 
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и,  следовательно,  при  /  ф  ^ 

1 4^  \  =  и  /ѴМ  ао{х)\<е{1  +  8)  ѵаг  а  ^  О    при    е  О, 

С  другой  стороны,  из  (33)  следует,  что 

і[/^"М?-[ХІ''{х)Р|  = 
=  ІД^М^)~ХІ'М^)||Д"М  +  ХІ"(-ѵ')і<2е(1+г)    при  хсЕ^, 
И  потому 

і  г  [Л '  {X}]'  ао  (х)  -  {'      {х)Г  ао{х)\<2е(1+  5)  ѵаг  о. 

Но 

откуда 

11т  іг^     Ііт  Г  [/^Ѵ)]^     (.^)  ^^г' 

Доказав  равенства  (32),  мы  заключаем,  что  для  достаточно  малого 
8^0  число  по.пожителькых  квадратов  квадратичной  формы  (31)  равно 
и,  следовательно,  в  силу  установленного  ранее,  т^р.  Итак,  число  точек 
роста  Р(х)  не  превосходит  р,  и  теорема  доказана. 

В  заключение  нашей  статьи  сделаем  следующее  замечание.  Мы  пред- 
полагали в  теоремах  1 — 4,  что  К  (х,  з)  абсолютно  положительно;  но  чи- 
татель, вероятно,  заметил,  что  эти  теоремы,  равно  как  и  их  доказательства, 
верны,  если  предположить,  что  К(х,  з)  абсолютно  положительно  только 
на  множестве  Я^,  т.  е.  что  для  всякой  нормированной  функции  т(х) 
с  Ограниченным  положительным  изменением  и  такой,  что  Е^^аЕ^^  интег|эал 

\  ^  К  {х,  з)  йх  (х)  {з) 

положителен. 


о  РЕГУЛЯРНОМ  ПРЕДСТАВЛЕНИИ  АБСТРАКТНОЙ  ГРУППЫ, 


А.  А.  Кулаков  (Москва). 

§  1.  Введение.  Как  известно,  многие  важные  теоремы  абстрактной 
теории  групп  были  установлены  с  помощью  представления  абстрактных 
групп  в  виде  групп  сбыкновенных  или,  более  общих,  линейных  под- 
становок (матриц).  -  V 

Первым  и,  может  быть,  наиболее  замечательным  результатом  в  этой 
области  является  теорема  А.  Кэли  (Сауіеу),  в  силу  которой  всякая  аб- 
страктная группа  @  порядка  §  изоморфна  с  транзитивной  группой  под- 
становок Г  степени  Группа  Г  называется  регулярным  представлением 
группы  @. 

Почти  непосредственным  следствием  теоремы  Кэли  является  следую- 
щуій  основной  факт  теории  конечных,  групп:  число  неизоморфных  между 
собой  групп  данного  порядка  конечно. 

Кроме  того,  эта  фундаментальная  теорема  показывает,  что  изучение 
абстрактных  групп  может  быть  полностью  сведено  к  изучению  групп 
подстановок.  Но  эта  идея  не  была  до  сих  пор  достаточно  полно  исполь- 
зована, так  как  исследование  структуры  групп  подстановок  в  общем 
случае  также  связано  с  большими  трудностями. 

Весьма  значительных  успехов  удалось  добиться  на  пути  обобщения 
самого  понятия  подстановки.  Именно,  с  помощью  теорий  представлений 
абстрактных  групп  линейными  подстановками  и  теории  характеров^), 
созданной  впервые  Фробениусом,  были  доказаны  глубокие  теоремы  о  непро- 
стоте и  разрешимости  групп.  ^ 

Но  и  в  этой  области  имеется  еще  несколько  нерешенных  фундамен 
тальных  задач,  к  числу  которых  принадлежит  и  известный  вопро_. 
о  существовании  нормального  делителя  у  групп  нечетного  составного 
порядка,  поставленный  впервые  Бернсайдом  в  1897  г.  Что  касается 
последней  задачи,  то  можно  сказать,  что  до  последнего  времени  мы  не 
имеем  никакого  определенного  подхода  к  ее  решению,  несмотря  на  ряд 
усилий  со  стороны  выдающихся  математиков. 

Несомненно,  что  удачное  использование  методов  современной  теории 
характеров  и  тем  более  дальнейшее  ее  развитие  должны  приверти 
к  установлению  новых  и  глубоких  фактов,  особенно  в  отношении  таких 
вопросов,  как  непростота  и  разрешимость  групп. 

Но  мне  кажется,  что  значительное  внимание  должно  быть  также 
уделено  более  детальному  изучению,  свойств  представлений  абстрактных 

1)  Эти  две  области  тесно  связаны  меиеду  собой  и  обычно  объединяются 
под  общим  названием  „теории  характеров". 
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групп  обыкновенными  подстановками.  В  частности,  мы  не  имс» 
достаточно  подробно  разработанной  теории    регулярного  представ 

В  своих  последних  работах  я  устанавливаю  некоторые  свойства  регу- 
лярного представления,  которые,  повидимому,  не  были  еще  замечены. 
Цель  н'астоящей  статьи  —  дать  систематический  обзор  этих  результатов. 
.;'  §  2.  Пусть  @  —  абстрактная  группа  порядка  §  иР  —  элемент  про- 
стого порядка  р  группы  @.  Обозначим  через  Г  регулярное  представле- 
ние группы  ®.  Как  известно,  группа  Г  импримитивна.  При  этом  сим- 
волы группы  Г  (т.  е.  элементы  группы  @)  могут  быть  различными 
способами  разбиты  на  системы  импримитивности. 

Рассмотрим  то  разбиение,  которое  определяется  сопряженными  си- 
стемами 

{Р},    {Р}Г,,    {Р}Т„  {Р}Т^ 

разложения  @'  по  модулю  {Р}^  Докажем  следующую  теорему:  Если  А 
и  В  —  какие-либо  элементы  группы  @,  причем  порядок  элемента  В  ра- 
вен то  или  все  элементы  ЛВ'^  (^=^=0,  1,  2,  д — ^  1)  принадлежат 
к  различным  системам  импримитивности,  или  эти  элементы  распадаются 
на  несколько  систем  импримитивности. 
Обозначим  через 

все  различные  системы  импримитивности,  к  которым  принадлежат  эле- 
менты ЛБ^.  Если  5=1  или  5  =  1),  то  наше  утверждение  верно. 

Предположим  теперь,  что   1<^з<^Ь.  Легко  видеть,  что  элементы 

(1)  А,    АВ,    .  .  .  ,  АВ'~^ 

принадлежат  к  различным  системам  импримитивности.  Действительно, 
если  бы  эти  элементы  содержались  в  системах  импримитивности, 

то  к  тем  же  5'  системам  принадлежали  бы  и  все  элементы  /Ш^  (р 
=  0,1,2,...,  д — ^І),  что  противоречит  предположению. 

Таким  образом,  не  нарушая  общности  рассуждения,  можно  предпо- 
лагать, что  элемент  АВ^  (/ =  О,  1 ,  2,  .  .  5 —  1)  принадлежит  к  {Р}Т^^.^^' 
Тогда  элемент  АВ^  должен  входить  в  {Я}  7'^.  В  самом  деле,  если  бы 
этот  элемент  содержался,  например,  в  {Р}Т^^,  то  все  элементы  ЛВ^'^" 
(а^О),  и  в  частности  А,  содержались  бы  в  системах 

{^}7-ѵ    {Р}Т^,  {Р}Т^^, 

что  невозможно,  так  как  А  заключается  в  {Р}Т^. 
Заметим  теперь,  что  все  элементы 

(2)  ,  АВ^,    АВ'-^\    .  .  .  , 

различны  между  собой  и  отличны  от  элементов  (1),  Действительно,  из 
равенства 

ЛБ^+^—ЛБ^+^     (іі.фѴ,  1,   Ѵ<5—  і) 

следовало  бы  В^—  '^Е,  что  невозможно,  так  как  |х  —  ѵ  < /^.  Допустим, 
далее,  что 

АВ'^''  =  АВ^    (0</,  1). 
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Очевидно,  что  это  могло  бы  иметь  место  лишь  в  том  случае,  если  =  г. 
Но  тогда  было  бы.  ЛВ^'^^  =^  ЛВ^,  откуда  В^  =  Е,  вопреки  нашему  пред- 
положению. Таким  образом  наше  утверждение  полностью  доказано. 

Продолжая  рассуждать  и  дальше  подобным  образом,  докажем,  что 
Ь~8І  (і  —  целое  число)  и  что  все  элементы 

Л,    АВ\    АВ^\  ЛВ(^"і)^ 

содержатся  в  системе  {Р}Т^. 

Заметим  теперь,  что  если  бы  было  і<Ср^  т.  е.  если  бы  система 
{Р\  содержала  элемент  С,  отличный  от  элементов  АВ^^  (у=0,  1,2,..., 
/ — 1),  то  и  все  элементы  СВ^^  (У=0,  1.  2  .  . /  —  1),  отличные,  оче- 
видно, от  элементов  АВ^^,  содержались  бы  в  {Р}Т^^  Продолжая,  если 
нужно,  эти  рассуждения,  придем  к  выводу,  что  р  =  іа 
т.  е.  что  /?,  вопреки  предположению, —  составное  число.  Итак,  должно 
быть  і-=^р,  что  и  доказывает  нашу  теорему. 

Обозначим,  далее,  через  N  нормализатор  подгруппц  [Р]  в  @.  Не 
нарушая  обихности,  можно  предполагать,  что  разложение  N  по  модулю 
[Р]  имеет  вид 

ЛГ=={Р}  +  {Р}7-2  +  ...+  {Р}Г„ 

Пусть  (Р)  —  подстановка  группы  Г,  соответствующая  элементу  Р.  Оче- 
видно, что  (Р)  пере;:50дит  каждую  из  п  систем  импримитивности,  на 
которые  распадаются  элементы  УѴ,  самое  в  себя. 

Если,  кроме  того,  элементы  подгруппы  [Р]  не  сопряжены  между 
собой  и  п<^т,  то  можно  доказать,  что  все  элементы  Р'^Тп'Р'^  {1  =  0, 
1,2,  ...,/? — 1;  п^п)  принадлежат  к  различным  системам  имприми- 
тивности. В  самом  деле,  из  равенств 

Ап'Р^^^Р^^Т^,"     и    Ап'Р'^==-Р^'Тгг"     {Ап'=Р'Тп^,    Н  ^  І^,         Ф  ^2) 

следовало  бы 

Р-^^Ап^Р^^  ^Р-^^Ап^Р\ 

откуда 

А-^Р^^^^^Ап'^Р'^'^к 

Если  бы  имело  место  —  =  —  і^,  то  элемент  А^'  был  бы  пере- 
становочен с  Р^^~^\  а  следовательно,  и  с  Я.  Но  тогда  и  элемент 
7,^,  — Я-М«'  был  бы  перестановочен  с  Я,  а  это  противоречит  предполо- 
жению. Если  же  —  Ф  Н  —  '^^  были  бы  сопряжены  между  собой 
два  различных  элемента  подгруппы  {Р},  также  в  противоречие  с  нашим 
предположением.  Утверждение  доказано. 

Сохраняя  предположения  только  что  доказанной  теоремы,  можно 
установить  еще  следующее. 

Так  как  \Р}  — неинвариантная  подгруппа  группы  ®  (п<^т)^  то 
в  ©  существует  элемент      такой,  что 

Сопряженные  системы 

{РУ>  {РУП   {рут-ш 
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разложения  ©  по  {Р}'  дают  существенно  новое  разбиение  символов  Г 
іа  системы  импримитивности.  При  этом  можно  показать,  что  никакие 
ша  символа  группы  Г  не  могут  принадлежать  одновременно  каким-либо 
шум  системам  {Р}  7^  и  {/?~'Р/?}  Г',,  относящимся  соответственно 
|с  первому  и  второму  способу  разбиения.  В  самом  деле,  из 

:ледовало  бы 
110  невозможно. 

Заметим  еще,  что  последний  результат  можно  установить  также  при 
помощи  следующей  известной  теоремы  2):  если  символы  какой-либо  тран- 
зитивной группы  Г  могут  быть  двумя  способами  разбиты  на  системы 
импримитивности  и  если  г  символов  группы  Г  входят  одновременно 
в  две  системы,  относящиеся  к  первому  и  второму  способу  разбиения, 
го  г  делит  каждое  из  чисел  т  п  п,  где  т  —  число  символов  в  каждой 
из  систем  первого  разбиения  и  я  —  аналогичное  число  для  второго 
разбиения.  При  этом  символы  Г  можно  разбить  на  системы  имприми- 
тивности, по  г  символов  в  каждой. 

В  нашем  случае  мы  имеем  т  =  П"р,  где  простое  число.  Если 
бы;  следовательно,  число  символов,  принадлежащих  одновременно  си- 
стеме  {Р}Т^  и  системе  {/?~^Р/? }  Г^,,  было  больше  1,  то  мы  имели  бы 
г=р,  т.  е.  эти  системы  совпадали  бы  между  собой.  Но  тогда,  в  силу 
транзитивности  группы  Г,  совпадали  бы  и  все  остальные  системы,  отно- 
сящиеся к  рассматриваемым  разбиениям,  что  противоречит  предположению. 

Отметим  еще  следующее  свойство  систем  {/?"Ф/?}Г^,  „второго 
разбиения".  Или  все  символы  каждой  из  этих  систем  принадлежат 
к  различным  циклам  подстановки  (Р)  или  они  входят  в  один  и  тот  же 
цикл  этой  подстановки.  При  этом  число  тех  систем,  символы  которых 

принадлежат  к  различным  щіклам  (Р),  равно  -  — ,  где  я/?  — порядок 

нормализатора  подгруппы  {Р}  относительно  ®. 

§  3.  Мы  установили  выше  различные  свойства  подстановок  группы 
Г,  связанные  с  ее  импримитивностььо.  Исследуем  теперь  некоторые  свой- 
ства группы  Г,  связанные  непосредственно  с  регулярностью  этой  группы. 

Пусть  Р  и  ^  —  элементы  группы  (^,  причем  порядок  элемента  Р 
есть  простое  число  /?,  и  Р  не  является  степенью  ^.  Подстановки  группы 
Г,  соответствующие  этим  элементам,  будем  обозначать  ради  краткости 
также  через  Р  и  ^. 

Рассмотрим  теперь  подстановки  ^  и  ^~тр^?^т  (5=  1,  2,  ,  « . ,/? — 1; 
у  — О,  1 ,  2,  .  .  , ,  /г  —  1 ;  к  —  порядок  ^).  Можно  доказать,  что  никакие 
два  символа  группы  Г  не  могут  принадлежать  одновременно  какому-либо 
циклу  подстановки  ^  и  какому-либо  циклу  подстановки  ^~'^Р■^^'(. 
В  самом  деле,  в  противном  случае  мы  имели  бы,  в  силу  регулярности  Г, 

К  = і^''^р^^^)^ = ^-^р^^^\ 

К..  -  Ь      Вцгпзійе,  Тііеогу  о{  ^гоирз  о!  Япііе  огсіег  (19П),  стр.  195, 
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откуда  ^''^^Р'^^.  Но  так  как  /?  — простое  число,  то  из  предыдущего! 
равенства  следует  О'У  =  Р  (у — некоторое  целое  число),  вопреки  пред-| 
положению.  Утверждение,  таким  образом,  доказано. 

Если,  кроме  того,  элементы  Р  и  ^  не  перестановочны,  а  элементы, 
подгруппы  [Р]  не  сопряжены  между  собой,  то  легко  показать,  что 
подстановки  Р  и  ^~^Р^^  обладают  тем  же  свойством,  что  и  рассмотрен- 1 
ные  выше  подстановки  ^  и  ^~^Р^^'^ 

Обозначим,  далее,  через  3  и  Т  какие-либо  две  подстановки  группы 
Г.  Используя  опять  регулярность  группы  Г,  легко  установим  следующую 
теорему:  или  все  символы  какого-либо  цикла  подстановки  ѵ5  принадле- 
жат к  различным  циклам  подстановки  Г,  или  же  символы  группы  Г, 
которые  входят  одновременно  в  два  цикла,  принадлежащие  соответственно 
подстановкам  3  и  располагаются  в  каждом  из  этих  циклов  на  равных 
расстояниях  друг  от  друга. 

Наконец,  известно,  что  все  циклы  какой-либо  подстановки  группы  Г 
содержат  одно  и  то  же  число  символов. 

§  4,  В  предыдущих  параграфах  было  установлено,  что  подстановки 
группы  Г  обладают  многими,  и  притом  различного  характера,  свойствами. 
Естественным  образом  возникает  мысль,  что  все  эти  условия  могут 
выполняться  лишь  при  наличии  значительных  правильностей  в  структуре 
подстановок  регулярного  представления. 

Мы  приведем  здесь  некоторые  примеры,  подтверждающие  это  пред- 
положение для  отдельных  групп. 

'  Рассмотрим  сначала  группу  порядка  75,  порождаемую  подста- 

новками 3) 

Р=:  (1,2,3)  (4,5,6)  ...  (73,74,75) 

и 

д  =         7,  10,  13)  (16,  19,22,  25,  28)  .  .  .  (61,  64,67,  70,  73)  X 
X  (2,  74,  56,  38,  20)  (17,  14,  71,  53,  35)  .  .  ,  (62,  59,  41,  23,  5)  X 
X  (3,  18,  33,  48,  63)  (15,  30,  45,  60,  75)  .  .  .  (51,  66,  6,  21,  36). 

Цифры,  принадлежащие  к  различным  тклщ,  встречающимся  в  одной:: 
и  той  же  строке  подстановки  ^,  и  занимающие  в  этих  циклах  одни;^ 
и  те  же  места,,  образуют  арифметические  прогрессии  по  модулю  75^).  і 
Рассмотрим  еще  группу  ©^^^  порядка  81,  определяемую  равенствами  5)| 

=     дг'^рд=р^,  /?-ія/?=РС,  =  Н'=^еІ 

Легко  видеть,  что  группа  может  быть  порождена  подстановками: 

і^==р'  н  р=д\ 

При  этом  можно  убедиться,  что  при  надлежащей  нумерации  симвоі 
лов  группы  Г  подстановки  Р'  и  ^'  принимают  вид  | 

Р':=  (1,2,3)  (4,5,6)  .  .  .  (79,80,81)  1 


3)  Р.  N.  С  о  I  е  ап(1  1  О  1  о  ш  е  г,  Оп  §гоирз  шИозе  огсіегз  аге  ргосіисіз  оі 
Шгее  ргіте  іасіогз,  Атег.  іоигп.  о{  МаШ.,  т.  15  (1893),  стр.  208.  Наши  подстаі 
новки  Р  и  ^  получены  из  подстановок  а  и  8  указанной  статьи  простым  изме^ 
нением  способа  нумерации  символов. 

,  4)  Так  как  мы  не  пользуемся  цифрой  О,  то  нужно  приводить  по  модулю  7^ 
лишь  те  цифры,  которые  больше  75.  '\ 
5)  \\^.  ВигазШе,  ТЬеогу  оі  §гоирз  оі  Ішііе  ог(1ег  (1911),  стр.  145. 
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/:^--.(1,4,  7,  10,  .  .  .,25)  (28,31,34,37,  .  .  .,52)  (55,58,61,64,  .  ,  .,79)Х 

<  (2,  77,  35,  11 ,  59,  44,  20,  68,  53)  (29,  23,  62,  ... ,  80)  (56,  50,  8, ,  ,  . ,  26)  X 

<  (3,  42,63,  12,  51,  72,  21,  33,  81)  (30,  69,  9, .  .  .,27)  (57,  15,  36,  .  ,  .,54), 

1ы  видим,  таким  образом,  что  в  структуре  подстановок,  с  помощью 
оторых  может  быть  представлена  группа  ^^-^,  имеются  особенности 
ого  же  характера,  как  и  в  случае  группы  хотя  эти  две  группы, 

ассматриваемые  абстрактно,  существенно  отличаются  друг  от  друга. 
Вопрос  о  наличии  аналогичных  закономерностей  в  структуре  под- 
тановок  регулярного  представления  произвольной  группы  остается  от- 
рытым. Для  того  чтобы  выяснить  этот  вопрос,  нужно  будет  преодолеть 
іяд  значительных  трудностей. 


ТЕОРЕМА  ЖОРДАНА-ГЕЛЬЦЕРА  В  ПРОИЗВОЛЬНЫХ  СТРУКТУРАХ. 


А.  Г.  Курош  (Москва). 

1.  Ведущая  свое  начало  от  Дедекинда  и  привлекшая  за  последние 
годы  внимание  весьма  оіироких  математических  кругов  теория  структур 
имеет  дело  —  если  говорить  лишь  о  связях  с  теорией  групп,  что  дале- 
ко не  исчерпывает  области  применимости  этой  богатой  теории  —  с  теми 
теоретико-групповыми  понятиями  и  фактами,  которые  зависят  лишь  от 
частичной  упорядоченности  подгрупп  в  группе,  т.  е.  могут  быть  опре- 
делены или  юказаны  с  помощью  операций  перемножения  и  пересечения 
подгрупп.  Оказалось,  что  к  теории  структур  относятся  многие  теоре- 
тико-групповые теоремы,  напр^^мер,  теорема  Ремака-Шмидта  ^).  Еще  Де- 
декинду2)  было  известно,  что  и  теорема  об  инвариантности  длин  глав- 
ных рядов  группы  может  быть  доказана  без  применения  групповой  опе- 
рации. В  настоящей  работе  будет  показано,  что  теорема  Жордана-Гель- 
дера  для  композиционных  рядов  также  не  является  по  существу  творе- 
тико-групповой  теоремой  и  может  быть  перенесена  на  произвольные 
структуры. 

Излагающиеся  здесь  результаты  были  получены  мною  весной  1935  г. 
и  докладывались  тогда  же  в  Московском  математическом  обществе,  но 
не  были  сданы  в  печать  ввиду  получения  мною  от  О.  Оре  сообщения 
об  аналогичных  полученных  им  результатах.  Опубликованная  в  текущем 
году  работа  Оре^)  заметно  отличается,  однако,  от  моей  по  своим  мето- 
дам, и  поэтому  я  с  радостью  пользуюсь  возможностью  опубликовать  свои 
результаты  в  сборнике,   посвященном  юбилею  академика  Д.  А.  Граве. 

2.  Множество  »9  называется  струхтурой,  если  в  нем  определены  две 
операции,  однозначно  ставящие  в  соответствие  всяким  двум  элементам 
а,  Ъ  \\ъ  8  их  сумму  а-\-  Ь  и  их  пересечение  аЬ^  и  если  эти  операции^ 
подчинены  следующим  условиям: 

I.  а-^-  Ь       -\-  а  аЬ  =  Ъа 

II.  а  +  (^  +  с)  =  (а  +  ^)-|-с  а{Ъс)^[аЪ)с 

III.  а-\-а^а  аа  =  а 

IV.  Если  а-\-Ь"а,  то  аЪ^Ь^  и  обратно. 


См.  О.  Оге,  Оп  Ше  Гоипсіаіюп  о!  аЬзІгасі  а1§еЪга  II,  Апп.  о!  МаІЬ.,  т.  37 

(1936)  ,  стр.  265-^292. 

2)  К.  Оесіекігкі,  ОЬег  Хегіе^ип^еп  ѵоп  2а1і1еп  йигсЬ  іііге  §го5$1еп  аегаеіп- 
затеп  Теііег,  Ре>1.кІігіЯ  ТесЬп.  НосЬ^сЬиІе,   Вгаиі5;Ь\ѵе!^,  1Я97,  \Ѵегке,  В(і.  2. 

3)  О.  О  г  е,  Оп  Ше  Шеогеш  оі  Іогіап-Ноісіл,  Тгапз.  Атег.  М'аШ.  Зое,  т.  41 

(1937)  ,  стр.  266—275. 
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Легко  видеть,  что  множество  всех  подгрупп  некоторой  группы  об- 
разует структуру  при  обычных  операциях  умножения  и  пересечения  под- 
групп. Аналогичный  факт  имеет  место  и  для  множества  нормальных  де- 
лителей группы. 

Если  элементы  а  \\  Ь  удовлетворяют  условиям  а-[-Ь  =  а  и  аф^,  то 
Іупотребляется  обозначение  Ь  (а  „больше"  Ь,  а  „содержит"  Ь,  и 
„следует"  за  Ь).  Отношение  „больше"  является  транзитивным,  поэтому 
структуру  5  можно  считать  частично  упорядоченным  множеством»  Сим- 
волы ^  определяются  обычным  образом. 

Определение  структуры  можно  было  бы  дать,,  считая  исходным  поня- 
тием отношение  упорядоченности,  а  не  операции. 

На  основании  аксиом  I— -IV  легко  получаются  следующие  свойства 
отношения  >  (а,  ^5  с  — произвольные  элементы  структуры): 


из  а^Ь^        с  следует 


1)  аЬ  ^  а, 

2)  из  а^Ь,        с  следует 
а  ^  Ьс, 

3)  из  а^д  следует  ас^Ьс  и  а-\-с^Ь  -^с. 

Структуры  и  ^2  называются  изоморфными,  если  существует  вза- 
имно однозначное  отображение  одной  из  них  на  другую,  сохраняюш.ее 
структурные  операции  и,  следовательно,  упорядоченность. 

Подмножество  8'  структуры  5  называется  подструктурой,  если  оно 
замкнуто  по  отношению  к  структурным  операциям.  Так,  если  а<^Ь,  то 
все  элементы  х,  лежащие  между  а  и      т.  е.  удовлетворяюш,ие  условию 

Іа^х^Ь,  образуют  подструктуру,  которая  обозначается  Подструк- 
туру образуют,  далее,  все  элементы,  предшествующие  некоторому  эле- 
менту (2,  равно  как  и  все  элементы,  следующие  за  а  (со  включением 
в  обоих  случаях  самого  а). 

3.  Структура  ѵ5  называется  дедешндо8ой,  если  она  обладает  следую» 
щим  свойством: 

Если  а,  а'  и  Ь  —  произвольные  элементы  структуры,  удовлетворяю- 
щие условиям  а^а\  а~\-д  =  а'-\~Ь  и  аЬ=^а  д,  то  а  =  а'. 

Известно,  что  структура  всех  нормальных  делителей  некоторой  груп- 
пы является  дедекиндовой.  Структура  всех  подгрупп  уже  не  является, 
вообще  говоря,  дедекиндовой,  как  показывает  пример  знакопеременной 
группы  четвертой  степени. 

В  произвольной  структуре  5  могут  быть  выделены  элементы,  играю- 
щие роль  нормальных  делителей  в  структуре  подгрупп.  Мы  будем  делать 
это  следующим  образом: 

Элемент  а  будет  называться  нормальным  в  структуре  8,  если 
при  произвольном  элементе  Ъ  и  элементах  Ь'\  с,  с ,  удовлетворяющих 
условиям 

Ь  ^Ь'  ^а-\-  а^с^с'^а-\-Ь, 

из  Ъс~Ь'с'  следует  Ь  =  Ь\  с  —  с\ 

Если  а  содержится  в  некотором  элементе  й  и  обладает  указанным 
в  определении  нормального  элемента  свойством  по  отношению  ко  вся- 
кому Ь,  также  содержащемуся  в      то  элемент  а  нормален  в 
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Иными  словами,  элемент  а  нормален  в  если  он  нормален  в  под- 
структуре, составленной  из  элементов,  предшествующих  й.  Понятно,  что 
элемент,  нормальный  в  (і,  может  уже  не  быть  нормальным  в  элементе  й?, 
большем,  чем  й. 

В  /дедекиндовых  структурах  и  только  в  них  все  элементы  являются 
нормальными. 

Нормальный  делитель  некоторой  группы  является  нормальным 
элементом  в  структуре  подгрупп  этой  группы. 

Действительно,  пусть  А — нормальный  делитель  группы  О  и  пусть 
подгруппы  Ву  В\  С,  С  группы  О  удовлетворяют  условиям 

В^В'^ЛВ,  А^С^С^ЛВ, 
В[]С=:В'ПС'. 

Всякий  элемент  Ь'  из  В^  имеет  вид  Ь'  =  аЬ,  где  аеЛ,  ЬгВ.  Отсюда 
а^УЪ~~^,  1.  е.  а  содержится  в  пересечении  подгрупп  А  и  В^  п  тем 
более  в  пересечении  подгрупп  С  и  В\  Но  это  пересечение  совпадает, 
по  условию,  с  В  []  Су  поэтому  а  содержится  в  В,  а  тогда  и  входит 
в  В,  т.  е.  В'  =  В. 

Далее,  всякий  элемент  из  С  имеет  вид  с'  =  а^Ь^,  где  а^гЛ, 
Ь-^еВ.'  Отсюда  Ь^=:=с'а~^,  т.е.  содержится  в  пересечении  подгрупп 
В  и  С^  поэтому  в  пересечении  подгрупп  В'  и  С',  а  тогда  и  в  В  П  С, 
т.  е.      входит  в  С.  Отсюда  следует,  что     содержится  в  С,  т.  е.  С'==С. 

Заметим,  что  утверждение,  обратное  доказанному,  не  имеет  ме- 
ста, как  показывает  пример  симметрической  группы  третьей  степени, 
обладающей  дедекиндовой  структурой  подгрупп. 

4,  Лемма  1.  Если  элемент  а  нормален  е  структуре  8,  а  содер- 
жащий его  элемент  а  нормален  в  подструктуре  8\  составленной  из 
элементов,  следующих  за  а,  то  а  является  нормальным  элементом 
структуры  8. 

Доказательство,  Пусть  в  ^  супдествуют  такие  элементы  Ь.^  Ь' с 
Ѵі  с\_  что 

Ъ^У  ^^.\Ъ,    а^..с^с'  ^'а  -^Ь 

ш. 

Ьс=^Ь'с'^й. 

Обозначим  а  -\-Ъ=Ь,  а  -|-  Ь'  -~  Ь'.  Тогда  аА^Ь^а^^Ь  \\  Ь  ^  ^'йс:  а  -|-  Ь. 
Покажем,  что  пересечение  Ь'  с'  равно  пересечению  Ьс.  Действительно, 
эти  пересечения  удовлетворяют  неравенствам 

а^~Ьс  <  У^'  ^а-{-Ь' 

и  пересечения  их  обоих  с  Ь'  равны  т.  е.  совпадают.  Отсюда  следует, 
ввиду  нормальности  элемента  а,  что  Ьс  =  Ь'с'.  Это  позволяет  использовать 
нормальность  элемента  а  в  6'',  и  мы  получаем,  что 
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Остается  доказать,  что  Ъ^Ъ\  Иа  ^  =  следует  а Однако 
аЬ^аЬс=^ай  \\  аЬ' ~аЬ'с  =  ай,  т.е.  аЬ  =  аЬ'.  Поэтому,  снова  ввиду 
нормальности  элемента  а,  будет  Ь  =  Ь'.  ^ 

Лемма  2.  Сумма  двух  нормальных  элементов  структуры  сама  нор- 
мальна в  этой  структуре. 

Доказательство.  Пусть  и  —  нормальные  элементы  струк- 
туры 5.  В  силу  леммы  1  для  установления  нормальности  элемента 
а=:а^-\~  а^  достаточно  доказать  его  нормальность  в  структуре  6",  со- 
ставленной из  элементов,  следующих  за  нормальным  элементом  а^.  Мы 
принимаем,  следовательно,  что  существуют  элементы  Ь,  Ь\  с  и  с',  со- 
I  держащие  элемент  а^  и  удовлетворяющие  условиям 

Ь^Ь'^'а-^Ь,    а  ^^с'^с  ^а Ь 

и 

Ьс  =  Ь'с\ 

Так  как  а^  ^  Ь,  то  мы  получаем 

а -|- ^  —     4- «2  ~Ь  ^  —  ^2  4~ 

откуда  следует 

а^^с  ^с'^а.^ -\- Ь, 
Нормальность  элемента      приводит  поэтому  к  равенствам 

Ь=^Ь\    с  =  с'. 

Заметим,  что  аналогичная  теорема  для  пересечений  нормальных  эле- 
ментов не  будет,  вообще  говоря,  справедливой,  как  легко  показать  на 
примерах. 

Лемма  3.  Пересечение  нормального  элемента  а  а  некоторого  эле- 
мента а'  нормально  в  а'. 

Доказательство.  Пусть  аа'г=і(і  и  пусть  существует  такой  эле- 
мент Ъ,  Ъ<^а\  и  такие  элементы  Ъ' ,  с,  с\  что 

Ь^У  г^Л^Ъ,    й^с^с'  ^(і-^-Ь 

и 

Ьс=^Ъ'с\ 

Из  сі^а  следует 

Ъ'^а-\-Ь. 

Докажем  сейчас,  что  пересечения  элемента  Ъ  \\  Ь'  а  а  совпадают, 
а  именно  равны  пересечению  Ь  \\  (І,  Действительно, 

аЪ  ^аа'=і(і,    т.  е.  аЪ^йЪ, 

обратное  же  неравенство  очевидно;   поэтому   аЬ  =  (іЬ,  Далее,  аЬ' 
поэтому 

аЬ'  <  аЬ'  <  сЬ'  сЬ, 

откуда 

аЬ'  ^  сЬсі  =  Ьи. 
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Так  как  обратное  неравенство  снова  очевидно,  то  мы  получаем,  ч^с 
аЬ'  =  (іЬ,  и  поэтому 

аЬ-=^аЬ\ 

Ввиду  нормальности  элемента  а  мы  получаем,  что  Ь^Ь'. 

Легко  видеть,  далее,  что  элементы  а-\-с  и  'а-\~с'  удовлетворяібі 
условию 

а^а-{-с^а^с'^а-]-й~\-Ь  =  а-\-Ь. 

Покажем,  что  пересечения  этих  элементов  с  Ь  совпадают.  Заметим  сперва, 
что  {а-\-с)а'^с.  Действительно,  эти  элементы  связаны  неравенство>« 
с^(а~\-с)а'  и,  как  легко  проверить,  они  имеют  общее  пересечение 
и  сумму  с  а,  а  поэтому,  ввиду  нормальности  а,  совпадают.  Теперь 

(а-\-  с)Ь=^  {а     с)  Ьа 

Аналогичным  путем  получается 

(а-^с')Ь^Ьс, 

откуда,  снова  ввиду  нормальности  элемента  а,  следует 

а     с  =:  а  4-  с' , 

т.  е.  с^а-^с. 
Равенство 

ас^ас' 

позволяет  еще  раз  воспользоваться  нормальностью  элемента  а  и  по- 
лучить с~с\  чем  заканчивается  доказательство  леммы. 

Следующая  лемма  является  аналогом  так  называемой  первой  теоремы 
об  азолісрфизмах  в  теории  групп. 

Лемма  4.  Если'  а  —  нормальный  и  Ь  —  произвольный  элемент 
структуры  8,  то  псдструктуры  {а-\-Ъ)\а  и  Ь\аЪ  изоморфны. 

Доказательство.  Всякому  элементу  с  из  Ъ\аЪ  мы  ставив 
в  соответствие  элемент  а-\-с^  принадлежащий,  очевидно,  к  подструктуре 
{аА^Ь)\а.  Покажем,  что  это  отображение  есть  искомый  изоморфизм. 

Пусть  в  Ъ\аЪ  существует  такой  элемент  с\  что  а -)- с' =  а -|- Тогдг 
и  а^[с  ^с)—а-\- с.  Если  с  ѵі  с'  отличны  друг  от  друга,  то  их  сумм^ 
будет  отличной  х:тя  бы  от  одного  из  них,  например  отличной  от  с 
Мы  име.м,  следовательно, 

с^С'\'  с'  ^а-\-с. 
Но  ас~аЪ  и  а[сА^с')^аЪ,  так  как  ^-{-^'^а^,  поэтому 

ас-=^а(с  с), 

что  противоречит  нормальности  элемента  а.  Это  показывает,  что  уста 
новленное  нами  отображение  переводит  различные  элементы  подструк 
туры  Ь\аЪ  в  различные  же  элементы  из  (а4-/?)/а.  Теперь  следуе' 
показать,  ч  о  при  этом  отображении  будут  использованы  все  элементь 
из  (а  А^Ь)\а, 

Пусть  й  принадлежит  к  {аА^Ъ)\а.  Тогда 


где  Ьй  принадлежит,  очевидно,  к  Ь\аЬ.  Действительно,  если 

то  мы  приходим  к  противоречию  с  нормальностью  элемента  а  ввиду 
соотношений 

и 

(а-\-Ьй)Ь=^йЬ. 

Этим  доказана  взаимная  однозначность  отображения.  Изоморфизм  еле» 
дует  из  того,  что  наше  отображение  сохраняет  упорядоченность  эле- 
ментов. 

5.  Структура  5  может  обладать  нулевым  элементом  О  и  единичным 
элементом  1,  которые  определяются  следующим  образом:  для  всякого 
элемента  а  \\з  8  имеют  место  неравенства 

В  структуре  подгрупп  некоторой  группы  роль  нуля  играет  единичная 
подгруппа,  роль  единицы  --  вся  группа.  Легко  видеть,  что  О  и  1  яв- 
ляются нормальными  элементами  структуры  б".  Структура,  обладаюш,ая 
нулем  и  единицей  и  не  имеющая  никаких  других  нормальных  элементов, 
будет  называться  простой. 

Дальше  будут  рассматриваться  лишь  структуры,  обладающие  нулем 
и  единицей.  Упорядоченное  конечное  множество  элементов  из  ^ 

называется  нормальным  рядом  структуры  6",  если  всякое  нор^мально 
в  а.„і  (/—1,  2,,..,  к).  Если  явл5:ется,  сверх  того,  максимальным 
норд^альным  элементом  в  а-_^^  то  этот  нормальный  ряд  называется  ком- 
позиционным рядом. 

Число  к  есть  длина  нормального  ряда.  Подструктуры  а^_^\а^  (/==1, 
2,  3, .  ,  . ,  к)  называются  факпгорами  нормального  ряда;  все  факторы 
композиционного  ряда  являются,  в  силу  леммы  1,  простыми. 

Понятно,  что  не  всякая  структура  обладает  композиционным  рядом. 
Нормальным  же  рядом  структуры  будет,  например,  ряд  1>0. 

6.  Леммы  1 — 4  позволяют  дословно  перенести  в  теорию  структур 
теорию  нормальных  и  композиционных  рядов  групп  (см.  Ван-дер-Вар- 
ден,  Современная  алгебра,  ч.  I,  §  41).  Лишь  ради  полноты  мы  вос- 
производим здесь  коротко  эти,  идущие  от  Шрейера,  рассмотрения. 

Два  нормальных  ряда  называются  изоморфными^  если  они  имеют 
одинаковую  длину  и  если  между  их  факторами  можно  установить  такое 
взаимно  однэзначноз  соответствие,  что  соответствующие  буіут  изоморф- 
ными. Один  нормільньій  ряд  называется  уплотнением  другого,  если 
все  элементы,  со  тнвляющие  второй  ряд,  вхолят  и  в  первый.  Легко 
видеть,  что  для  всякого  уплотнения  одного  из  двух  изоморфных  нормаль- 
ны^ ряд^  в  можно  построить  изоморфное  ему  уплотнение  і  торого  ряла. 

Теорема-  Дза  любых  нормальных  ряда  структуры  обладают  изо- 
морфными уплотнениями. 


8» 
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Заметим,  ^іто  в  процессе  доказательства  нам  будут  встречаться  нор» 

мальные  ряды  с  повторениями,  т.  е.  ряды,  в  которых  несколько  иду- 
щих подряд  элементов  могут  оказаться  равными. 

Доказательство,   Пусть  в  структуре  5  даны  нормальные  ряды 

(1)  1>«1>^2>...>^^-=0, 

(2)  1>^>^2>..->^  =  0, 

имеющие  длины  к  ,\\  I.  При  к—\  или  /=1  теорема  очевидна.  По- 
лагаем /=2,  т.  е.  считаем,  что  второй  ряд  имеет  вид 

1>^>0, 

и  ведем  доказательство  индукцией  по  к. 

Элемент  й^аф  нормален   в       и  в  ^  на  основании  леммы  3.  Ряды 

являются  нормальными  и  обладают,  по  предположению,  изоморфными 
уплотнениями 

(3)  .  .^«2       .  .^0, 

(4)  «і^. .  .^й?^. .  .^0. 

Берем  элемент  с  =  а^-\-Ъ,  который,  по  лемме  2,  нормален  в  6*.  По 
лемме  4  подструктуры  с\а^  и  Ь\й  (равно  как  и  с\Ъ  и  а^\й)  изоморфны 
между  собою,  поэтому  изоморфны  нормальные  ряды 

(5)  С^а^-^а-^^, 

(6)  С^Ъ  >Ѵ  >  0. 

Нормальный  ряд  (4)  приводит  к  некоторому  уплотнению  ряда  (5),  что 
позволяет  устроить  изоморфное  ему  уплотнение  для  (6).  Это  дает,  при 
использовании  изоморфизма  рядов  (3)  и  (4),  два  изоморфных  уплотне- 
ния для  заданных  первоначально  нормальных  рядов. 

^  Оканчивается  доказательство  индукцией  по  /.  Сперва  устраиваются 
изоморфные  уплотнения  для  рядов  (1)  и  1  ^  ^  0.  Из  полученного  этим 
путем  уплотнения  ряда  1^^^^0  берем  отрезок  ^  .  .  .  ^  О  и  ищем 
изоморфные  уплотнения  для  него  и  для  ряда 

являющегося  отрезком  ряда  (2).  Существ*ование  таких  уплотнений  сле- 
дует из  предположения  индукции  о  справедливости  теоремы  для  / — 1. 
Отсюда  следует,  наконец,  справедливость  теоремы  в  общем  случае. 

Полученные  изоморфные  уплотнения  рядов  (1)  и  (2)  обладают,  во- 
обще говоря,  повторениями.  Изоморфизм  этих  уплотнений  позволяет, 
однако,  одновременно  исключить  повторения  в  обоих  рядах:  фактор, 
соответствующий  двум  одинаковым  элементам  ряда,  является  подструк- 
турой, состоящей  из  одного  элемента. 

Из  этой  теоремы  непосредственно  следует  аналог  теоремы  Жордана- 
Гельдера: 

Если  структура  8  обладает  композиционными  рядами,  то  всякие 
два  ее  композиционных  ряда  изоморфны  между  собой. 


о  ПРОДОЛЖАЕМЫХ  ПОЛИНОМАХ  П.  ОБ  /?  ПРОДОЛЖАЕМЫХ 

ПОЛИНОМАХ. 

Н.  Н.  М  е  й  м  а  н  (Харьков). 

Введение.  Проблема  /^-продолжаемых  полиномов,  поставленная 
проф.  Н.  Г.  Чеботаревым,  состоит  в  следующем: 

Найти  необходимые  и  достаточные  условия,  которым  должны  удо- 
влетворять п-\-\  вещественных  чисел  1,  .  ,  . ,  для  того,  чтобы 
существовал  полином  с  вещественными  корнями,  для  которого  эти  числа 
служили  бы  п-{-\  младшими  коэфициентами   (т.  е.  коэфициентами  при 

Л  ^і, ... 

Систему  чисел,  для  которых  существует  такой  полином,  будем 
называть  /^-продолжаемой. 

Несколько  ниже  станет  ясным,  что  эта  проблема  по  существу  является 
некоторой  проблемой  моментов,  но  с  усложняющим  решение  добавоч- 
ным условием,  что  веса  принимают  только  целые  положительные  значения. 

Проблема  разбивается  на  три  задачи: 

I.  Нахождение  критерия  /^-продолжаемости. 

II.  В  случае,  когда  система  /^-продолжаема,  определение  наимень- 
шей степени  полиномов,  осуществляющих  /^-продолжаемость,  т.  е.  по- 
линомов вида  1  -[- ^1^: -|-  . , .  ~\-  ^п^^^-і-  сі^^^^^г^-^^  -{"•••  корни 
которых  вещественны. 

III.  Построение  таких  полиномов. 

Так  как  решение  проблемы  имеет  чисто  алгоритмический  характер, 
то  задачи  II  и  III  войдут  как  составная  часть  в  решение  задачи  I  и  их 
не  придется  отдельно  рассматривать. 

Решение  опирается  на  введенное  мною  понятие  квазидискриминант- 
ной  поверхности,  являющееся  обобщением  понятия  дискриминантной 
поверхности. 

Теоремы  1  и  2  в  менее  точных  формулировках,  а  также  решение 
для  п=^2  и  3  были  одновременно  получены  Н.  Г.  Чеботаревым  и  мной. 
Первоначальная  мысль  о  геометризации  проблемы  принадлежит  Н.  Г.  Че- 
ботареву, решившему  также  задачу  для  случая  /г  =  2  чисто  геометрически 
с  помощью  огибающих  семейств  кривых  3^=^  і  -\-  тт,  8^  =  1'^  -\-  тт^. 

§  1.  Основные  положения  и  решение  задачи  для  п  =  2  и  д  =  3. 

Определение.  Полином 


)!7 


с  вещественными  коэфициентами  называется  продолжаемым,  если 
существует  полином  ^  {г)  вида 

ш{г)  =  \^-а^г-\-  .  .  .      а^г^  +  Ь^г"-^^ .  .  .  -\-Ь^г^^^, 

все  корни  которого  вещественны. 

Пусть  ср  (г)  —  произвольный  полином  с  фиксированными  первыми  п  -\-  \ 
членами, 

(?(2)  =  14-аіг+ ...+а„2«+... 

Первые  п  коэфидиентов  разложения  взятой  с  обратным  знаком  логариф- 
мической производной  полинома  ^(г): 

вычисляются  с  помощью  известных  формул  Ньютона 

И,  следовательно,  вполне  определяются  величинами  а^,  (^^,  . .  .  ,  а^. 

Если  полином  1  -|-  й^г-\-  . .  .  -{-^^'^^  продолжаем,  то  существует 
полином  ^(г),  все  корни  которого  вещественны.  Если  і^,  і^,  .  .  .  ,  ^„ф^  — ' 

п-\-т 

величины,  обратные  его  корням,  то  5^=  2  ^ѵ*       этого  следует,  что 

проблему  можно  формулировать  так: 

Каковы  необходимые  и  достаточные  условия,  при  соблюдении  ко- 
торых п  вещественных  чисел  5^,  .  .  .  ,  8^  представляются  в  виде  сумм 
степелей  какого-нибудь  числа  одних  и  тех  же  для  всех  ^  вещественных 
величин  і: 

5/  =  2^І?  2,  ...  ,  /г). 

V 

Эти  условия  заключаются  в  некоторых  системах  неравенств.  Для 
дальнейшего  основное  значение  имеет  то  обстоятельство,  что  когда  не- 
рав:нства  выполняются  в  сильном  смысле,  т.  е.  не  имеют  места  равен- 
ства, то  величина  5^  не  влияет  на  решение  вопроса.  Точнее  это  можно 
сформулировать  так: 

Теорема  1.  Если  величины  8^,  8^,  8^  представляются  в  виде 

соответствующих  степенных  сумм  вещественных  параметров: 

5.==24     (г  =  2,  3,  я), 

причем  среди  величин  и  не  менее  п  —  1  отличных  друг  от  друга  и 
от  нуля,  то  при  проп'^волъном  величины  5^  .  .  . ,  5^  тоже 
можно  представить  в  виде  степенных  сумм  некоторых  веществен-^ 

ных  параметров, 

\> 
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Доказательство,  Пусть 


где  все  і  веихественны,  к'^п —  1  м  і^,  і^,  .  ,  различны  между  собой 

іі  все  отличны  от  нуля. 

Закрепив  параметры  і^,  .  .  . ,  ^^,  эти  содтношения  можно  рассматри- 
вать как  уравнения  относительно  і-^,  Так  как  якобиан  системы 

равен  п\і^,  .  .^„_і  ^{^1,  •  ■  -  5  іп—х^  ^  ^  ^)'  "^^  ^"^^  уравнения  определяют 
алгебраические,  вещественные  в  окрестности  точки  (^2,  . ,  ,  \  функции 

^У=^;(^2'  •  "^^п)  2,  .  .      — 1). 

Из  этого  следует,  что  для  любого  5^  можно  определить  такие  достаточ- 
но большое  целое  т,  вещественное  а  и  достаточно  близкие  к  ^^,  ,  .  -^^п—х 
вещественные  величины    2^^,.  =  .,  ^^^„„^?  что 

.і=/,+  ...+^;„,  +  ^„+...+^,+«(^), 

Действительно,  последние  п     1  уравнений  дают 

^;  =  Ф/(^2.-^'>  ^«--^)    (;=Ь2,  ...,;г-1). 

Подставив  эти  значения  в  первое  уравнение,  получим  уравнение  отно- 
сительно а 

которое  при  достаточно  большом  т,  очевидно,  имеет  вещественное 
решение. 

С  небольшим  изменением  метода  доказывается  следующее,  тоже  ос- 
новное для  дальнейшего,  предложение: 

Теорема  2.  Если  величины  ^д,  5^,  .  .  . ,  5^  представляются  в  виде 
соответствующих  степенных  сумм: 

1)  Символом  здесь  и  в  дальнейшем  обозначается  определитель 

Вандермонда  от  а^,  . . 7^, 
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причем  среда  величин  имеется  не  менее  п  —  3  отличных  друг  от 
друга  и  от  нуля,  то  з^,  з^,  . ,  тоже  представляются  в  виде 
степенных  сумм  вещественных  параметров,  при  условии,  что 

Модификация  доказательства  состоит  в  том,  что  в  системе 
=         . . .  +  ^у_^4_о/  ...^ІІ    (у  =  3,  4,  .  .  .,  «) 

закрепляются   параметры  и  затем   делается   замена  і^.^и^ 

(/=:!,  2,  п  —  3).  Система  заменится  новой: 

==  ап^  4- .  +  „лз_^  +  „у/з_^  4-//_^  + . . .  + 

(и„_2  =  °'  /  =  3,  4  п). 

п\ 

Якобиан  этой  системы  равен  — ^  ^(«^/^,  й)^(Із,  и^^^2)     О .  Лалъ- 

2*3 

ше  рассуждаем  как  при  доказательстве  теоремы  1.  Так  как  уравнение 
/3  —  ^.  при  веидественном  и.  всегда  имеет  вещественный  корень,  то  все 

доказано. 

С  помощью  двух  этих  предложений  непосредственно  получаются  ре- 
шения для  п  =  2  и  п  =  3. 

В  первом  случае  условие  продолжаемости  состоит  в  неравенстве 

Необходимость  этого  условия  очевидна,  а  достаточность  следует  из 
теоремы  1,  так  как  положительное  число  ^2  можно  представить  в  виде 
квадрата  вещественного  числа. 

Во  втором  случае  необходимое  условие 

является,  в  случае  когда  имеет  место  неравенство,  также  и  достаточным. 
Действительно,  пусть  8^  =  і^.  Тогда  і^,  и  по  теореме  2       и  53 

можно  представить  в  виде  8^  =  і^^-\-  тР^,  =  ^  4-  ті^ .  Теперь  приме- 
няем теорему  1.  Если  имеет  место  знак  равенства:  з^^^з'^,  то  задача 
имеет  решение  лишь  при  52='^р   -^з""^!'  ""^^^  полиномов  со 

всеми  вещественными  корнями  только  для  полиномов  вида  \-]-І2;  (напо- 
минаю, что  5^.  здесь  —  сумма  ( — і)-х  степеней  корней  полинома)  вы- 
полняется равенство  ^^^^з. 

Условимся  раз  навсегда,  что  все  параметры  т,  и,  ѵ,  а,  с  которыми, 
придется  встречаться  в  дальнейшем,  вещественны,  а  р,  д  —  числа  нату- 
рального ряда. 

Под  выражением  „уравнение  (или  система  уравнений)  невозможно" 
будем  понимать  то,  что  это  уравнение  (или  система)  не  имеет  вещест- 
ізенных  решений. 

§  2.  Исследование  решения  для  п~2.  Квазидискриминантные  по- 
верхности.  Разберем    подробно    самый    простой    случай    п  =  2.  Если 
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кривую  — 52  =  /^  параллельно  переносить  вдоль  самой  себя,  т.  е. 
заставить  ее  вершину  скользить  по  такой  же  кривой,  то  подвижная  кри- 
вая опишет  ту  часть  плоскости  (5^,  ^2),  координаты  точек  которой  пред- 
:тавимы  в  виде  степенных  сумм  двух  параметров: 

2,1)  8^  =  1  + а,    з^  =  і''  +  а\ 

Можно  (2,1)  рассматривать  как  уравнения  семейства  кривых  с  а  в 
качестве  параметра.  Уравнение  огибающей  семейства  будет  8^  =  2і, 
?2  =  2/2^  Так  как  кривая  8^  =  і,  з^  =  і'^  выпуклая  и  каждая  кривая  се- 
лейства  (2,1)  лежит  внутри  огибающей  этого  семейства,  то  область  пло- 
|жости  (5^,  ^з),  координаты  точек  которой  представимы  с  помощью  сте- 
ленных сумм  не  более  двух  параметров,  ограничена  кривою  5^  =  21, 
?2  =  2/2.  Обратно,  координаты  любой  точки,  лежащей  внутри  этой  кри- 
юй  (внутренней  назовем  ту  область,  где  лежит  ось  ^2),  представляются 
\і  виде  степенных  сумм  двух  параметров.  Повторяя  это  рассуждение, 
іайдем,  что  область,  координаты   точек   которой  представимы  в  виде 

т  ,  т 

?^=2^ѵ'  "^2"  2  ^ѵ'  СОСТОИТ  ИЗ    части   плоскости  (5]^,  ^2),  лежащей 

знутри  кривой  5^  —  ті^  З2  =  гпі'^.  Кривые  5^  =  ті:,  з^  =  тР  (т  пробе- 
гает ряд  натуральных  чисел,  начиная  с  2)  разобьют  всю  верхнюю  полу- 
плоскость ^2^^  зоны,  причем  координаты  точек  зоны,  лежащей 
іѵіежду  кривыми  5^  =  ті,  =  ті^  и  5^  =  (т  -|-  1 )  ^2  =  (ш  ^ )  ^^,  пред- 
ставляются в  виде  степенных  сумм  не  менее  т-\~\  параметров.  Следо- 
вательно, если  точка  (5^,  ^2)  лежит  в  такой  зоне,  то  минимальная  степень 
юлинома,  реализующего  /^-продолжение,  равна  т  ~{-\. 

Соображения,  столь  ясные  и  простые  при  п  =  2,  в  общем  случае 
:ильно  усложняются,  но  тем  не  менее  оказывается  выгодным  ввести  сле- 
дующее понятие. 

Рассмотрим  в  /г-мерном  пространстве  (5^,  з^_^^,  5^^„_і)  замк- 

нутое многообразие  Л^{8^,  5^.^„_^^),   координаты  точек  которого 

рредставимы  в  виде 

т 

Очевидно,  что  если  среди  имеются  п  отличных  друг  от  друга  и  от 
нуля,  то  такая  точка  является  внутренней  для  этого  многообразия.  Если 
к  нечетно,  то  достаточно  даже,  чтобы  среди  было  п  различных  между 
собой,  считая  нуль  равноправным  значением  (полагаем  І^с^и^,  как  при 

доказательстве  теоремы  2).  Границу  этого  многообразия  назовем  т-й  ква- 
зидаскриминантной  поверхностью  в  пространстве  (5^,...,^^^  _і)  и 
Обозначим  через  /)^(5^,  .  .  .,  5^+„_і). 

I  Если  т'^к-\'П — 1,  то,  рассматривая  пространство  (5^,  з^^^_^) 
ікак  подпространство  пространства  (^і,  5^,  з^,  найдем,  что  много- 
образие есть    не   что    ин(Л,    как    проекция    части  пространства 
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(^і,  5^),  заключенной  внутри  дискриминантной  поверхности  2),  т 
подпространство  і^^у  -  -  -  ^  ^^+п-д'  Отсюда  в  случае  т'^кА^п  —  1; 
непосредственно  следует  односвязность  многообразия  Л ^^.  Из  самого  опре-! 
деления  следует,  что  Л^сіЛ^^і.  Далее,  А^^^ — есть  часть  пространг 
ства,  для  которой  минимальное  число  параметров,  с  помощью  которыз 
координаты  точки  представляются  в  виде  соответствующих  степенные 
сумм:  5.  =  2    '  равно  т-{-\. 

V 

Часть  пространства  (-^^  ?  •  •  •  , точки  которого  соответствую"! 
/^-продолжаемым  полиномам,  имеет  вид 

00  ; 
т  =  п 

§  3.  Экстремальная  проблема.  В  силу  теоремы  1  5^  не  влияет  на  ре| 
шение  задачи  3).  Следовательно,  нужно  найти  ту  часть  пространств;' 
(^з,.  ..,5^),  координаты  точек  которой  представляются  в  виде  соответ 
ствующих  степенных  сумм. 

Если,  закрепив  значения  5д,  5^, .  . . ,  5^,  мы  сможем  найти  наимень 
к  ! 
шее  значение  функции  2     "Ри  связях 

к 

(3,1)  2^ѵ  =  ^/    а  =  3,4, 

где  к  может  быть  любым  числом,  при  котором  возможны  связи  (3,1) 
то  эта  задача  была  бы  реоіена^).  Действительно,  если  ^{з^,  5^, 
есть  зависящая  от  ^3,5^,  наименьшая  величина  всех  возможны;* 

2  ^5 ,  то  в  силу  теоремы  2  искомой  областью  будет  з,^^^  {з^,  .  .  з^)^) 

Это  решение  предполагает,  что  предварительно  найдена  часть  про 
странства  (^^,  з^,  з^,    координаты  точек  которой  представимы  | 

виде  соответствующих  степенных  сумм. 


2)  Поставим  в  соответствие  каждому  вещественному  полиному  т-й  степей 
точку  (5і,  з^),  где  Зі — сумма  /-х  степеней  корней  этого  полиноіѵ,з.  Тогд 
граница  части  пространства,  точки  которой  соответствуют  полиномам,  все  корн; 
которых  вещественны,   называется,  как  известно,  дискриминантной  паверхно 

стью.  Так  как  система  5/— -Ь  . . .  +      (г  —  1,  2,  . . .,  т)  имеет  толь  .о  одн 
решение,  то  эта  часть  пространства   гомеоморфна  углу  ^і^^-2^---^^т 
/тг-мерном  евклидовом  пространстве,  следовательно,  она  односвязна. 

3)  В  условии  теоремы  1  требуется  существование  п — 1  различных  межд 
собой  і^.  Как  будет  видно  дальше,  случай,  когда  это  условие  не  выполняете? 
никаких  затруднений  не  представляет.  То  же  можно  заметить  и  относительн 
теоремы  2. 

4)  При  фиксированных  53,  54,  . . . ,  5„  минимальное  значение  2^  ч  соответ 
ствует  некоторому  конечному  к.  См.  §11. 
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Для  любого  фиксированного  значения  к  все  минимальные  значения 

к 

ункции  2     "^Р^  связях  (3,1)  находятся  обычным  способом  Лагранжа^), 

реди  параметров  і^,  соответствующих  некоторому  относительному  мини- 
уму,  имеется  не  более  я  —  2  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля.  Это 
эітекает  из  того,  что  все  параметры  должны  удовлетворять  отвечающему 
гому  минимуму  уравнению 

Х^^^-^+Ѵі^-^Ч-  .  .  .  +Хз^2+2^  =  0, 
эторое  получим,  применяя  способ  Лагранжа. 
Так  как  абсолютный  минимум  функции  2     должен  находится  среди 

V 

гносительных  минимумов,  принадлежащих  некоторому  к^),  то  постав- 
шной  экстремальной  задаче  можно  дать  более  простую  формулировку: 
Найти  наименьшее  значение  функции 

№  /7— -любые  целые  положительные  числа,   при  которых  возможны 

5ЯЗИ  .  , 

М+М+-"+/^«--2^я~2=^^    (/  =  3,4,  ,,.,Аг-2). 

Решение  этой  задачи  будет  дано  в  конце  работы. 
Оказывается,  что  если  точка  (53,  5^, . . . ,  принадлежит 

§  4.  Описание  вида  квазидискриминантных  поверхностей.  В  этом 
зраграфе  будут  сформулированы  свойства  квазидискриминантных  по- 
фхностей,  доказательство  которых  будет  проведено  в  последующих 
араграфах. 

Будем  говорить,  что  точка  (52ѵ+і)  -  -ч  52^+л— ь  '^2ѵ+л)  ле^ит  выше 
)чки  (5>,+і,, .  .,52ѵ+/г-ь5^,^^,  если  4ѵ+;:>Ѵ+«*  Соответс1"венно  этому 
1Я  любого  многообразия,  граница  которого  со  всякой  прямой,  парал- 
гльной  оси  5іѵ4-/г,  пересекается  конечное  число  раз,  легко  определить 
энятие  низа  и  верха  границы  ^).  Со  всякой  прямой,  параллельной  оси 
\.>^^п^  квазидискримннантная  поверхность  при  я  2  либо  совсем  не  пе- 
іселазтся,  либо  пересекается  в  двух  точках.  Поверхность  эта  является 
у'сочно  аналитической. 

Рассмотрим  отдельно  квазидискриминантные  поверхности  в  простран- 
гве  четного  и  нечетного  числа  измерений. 


5)  Экстремальные  значения  могут    также    соответствовать  особым 

ѵ=  1 

)чкам  образа  (3,1),  но  во  всех  таких  точках  среди  имеется  не  более  п  —  3 
ззличных  между  собой. 

Поц  низом  будем  понимать  ту  часть  границы,  для  точек  которой  суще- 
гвуют  точки  много  )бразия,  сколь  угодно  близкие  к  ним  и  лежащие  над  ними, 
иалогично  определяется  верх. 
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1.  Случай  пространства  нечетного  числа  измерений 
Параметрические  уравнения  поверхности  т-то  порядка  следующие: 

(4,!)  ^і  =  (['+Рі-^\  +  .  .  .  + 

(/  =  2ѵ-1-1,2ѵ  ^  2,  .  .  .,2ѵ+32/Ь4- 1), 

где  т,  как  всегда,  вещественны,  р  может  принимать  все  целые  поло-І 
жительные  значения,  удовлетворяющие  условию 

и  параметры  і,  т  подчиняются  одному  из  условий 

(4.2)  /і^Ті^/з^Тз^...  ^4>т„  і 

(4.3)  Ті  ^  /і  ^    ^  і,  ^  . . .  ^  т,  >  I 

Первое  условие  определяет  верх  поверхности,  а  второе  —  низ.  Если 
точка  принадлежит  верху  и  рі— наименьший  индекс,  для  которого^ 
/7^^>1,  то  при  ^^=Т/,  где  / — одно  из  чисел  1,  2,  .  .  . ,  |х,  эта  точкг 
также  принадлежит  и  низу^).  Такие  равенства,  следовательно,  опреде- 
ляют переход  верха  в  низ. 

Введем  новое  понятие,  не  зависящее  от  четности  или  нечетности 
числа  измерений. 

Пусть  дано  п  каких-нибудь  вещественных  параметров.  Перенумеруе^ 
их  в  порядке  убывания: 

^ ^2  ^  . .  .  ^  ^       ^  . . .  ^ 

V  может  быть  равно  любому  из  чисел  О,  1,  2,  п.  Если  ѵ  =  0,  т(і 

все  параметры  неположительны,  а  если  ѵ  — /г,  то  все  параметры  не| 
отрицательны.  Будем  говорить,  что  некоторый  параметр  стоит  на  четно? 
или  нечетном  месте,  если  этот  параметр  стоит  на  четном  или  нечетно;  і 
месте  от  нуля  —  безразлично,  слева  или  справа.  | 
Определение.  Представление  ; 

8,==^^д,и\    (/--2ѵ-Ьі,  ..,,2ѵ4-/г)  [ 

называется  каноническим  представлением  точки  (52ѵ+і,     .,52ѵ+/г),  есл і 
коэфициенты  при  всех  параметрах,  стоящих  на  нечетных  местах,  равни 
единице.  | 
В  дальнейшем  параметры,  стоящие  на  нечетных  местах,  будем  обе 
значать  через  і,   а   стоящие   на   четных  — через   т.  Само  представлена 
будет  вида 

^/==2^'  +  2^^'    {^'  =  2ѵ+1,  ...,2ѵ-|-/г). 

Определение.  Многообразие  всех  точек  пространства  (52ѵ+ь  •  • 
52ѵ+п)>  допускающих  такое  каноническое  представление,  что  сумма  ко; 
фициентов  при  всех  параметрах  равна  т  (нуль  является   вполне  равш 

')  Подробнее  этот  вопрос  будет  рассмотрен  для  п^2к. 
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равным  значением;  если  какой-нибудь  параметр  т  равен  нулю,  то  коэ- 
()ициенту  при  этом  параметре  можно  приписать  любое  значение),  обо- 

наЧИМ   символом  (^Зѵ+І  ,  .  •  .  ,  32^>+п)- 

В  §  10  будет  доказано,  что  точка  однозначно  определяет  соответ- 
твующее  ей  каноническое  представление. 

В  пространстве  нечетного  числа  измерений  (^2ѵ+і ,  .  •  ■ , -^гѵ+г^+і)  пара- 
метры канонического  представления  должны  удовлетворять  либо  условию 
4,4)     ^і5зті2з...  >;^_іггт^_,^;^>0>а2зт„2з...  з=/,>т^8), 

іибо  условию 

Очевидно,  что  при  а===0  условия  (4,2),  (4,3)  переходят  соответ- 
:твенно  в  условия  (4,4),  (4,5),  так  что  параметрическое  уравнение  ква- 
зидискриминантной  поверхности  /)^(52ѵ+і,  . .  .,527+2^^+1)  является  частным 
:лучаем  канонического  представления. 

II.  Перейдем  теперь  к  случаю  пространства  четного  числа  измере- 
ний  (52Ѵ  +  1,  .  .  .,52ѵ+2Аг). 

Параметрические  уравнения  низа  т-й  квазидискриминаитной  поверх- 
[ности  имеют  вид 

(4.6)  5,.  =р^х[  +  і[  +  ;;,т^  +  . . .  +       +р,т^  (/  =  2ѵ  +  1 ,  .  .  . ,  2ѵ+2А), 

где  положительные  целочисленные  коэфициенты  р  пробегают  все  значе- 
ния, при  которых  к- — \-\-^р=:т,  а   параметры       т  удовлетворяют 
|неравенствам 

(4.7)  ^1^^1^Т2^---  ^^^-І^^Уе-І^Ѵ 

уравнения  верха  напишутся  иначе: 

(4.8)  5.  =  і\  +  ріт;  +  4  +  .  .  .  +Р,_Л^,  {/  =  2ѵН- 1 ,  .  .  . ,  2ѵ  +  2к). 

Здесь  р  —  целые  положительные  числа,  удовлетворяющие  соотношению 
к-\~'^р  =  т,  а  параметры  подчинены  условию 

(4.9)  ^і^^і^^2^  •••  ^^^-і^';^-!^^;^- 

Если  |х  —  наименьший  индекс,  для  которого  /?^^,>1,  а  ]і~[~Р  —  наи- 
больший, для  которого  /?^^,  +  р>1,  то  низ  переходит  в  верх  при/^_^==т^, 
где  /-—любое  из  чисел  ряда  2,  3,  ...,|л,  а  также  при  т^=^^,  где  /  — 
любое  из  чисел  рі-(-р,  |л  +  р4-1,...,^  —  1. 

Пусть,  например,  рі>1  и  ^^_^=т^  (/<т).   Так   как   /^_^  =  т^,  то, 


полагая 


8)  Один  ИЗ  параметров  і  я  обозначаю  здесь  и  в  (4,5),  (4,10),  (4,11)  через  а; 
ц  может  быть  равно  любому  из  чисел  1,  2,  .Л,  к-\-\.  При  условие 
принимает  вид   ,  ^         ^      ^  ^  п 

9)  }і  может  принимать  любое  из  значений!, 2,  . . ^ 1.  При  [л~1  условие 
Тіринимает  вид  ^  ^  ^  ^ 

т 


можно  написать 

+  +^*--.  +  ^*   ('  =  2ѵ4-1,  ...,2ѵ4-2А), 

ЧТО  и  доказывает  утверждение. 

Из  дальнейшего  будет  ясно,  что  только  при  указанных  условиях  воз  і 
можны  переходы  низа  в  верх.  Следовательно,  для  возможности  переход^; 
должно  выполняться  хотя  бы  одно  из  неравенств 

|х>1,    |х  +  р<^.  I 

Точно  так  же  показывается,  что  верх  переходит  в  низ  при  /^  =  т^^|,| 
когда  /  равно  одному  из  чисел  .../к,  и  при  ^^  =  т,,  когда  /—1,1 

Из  определения  канонического  представления  следует,  что  при /г  2^' 
параметры  должны  удовлетворять  либо  условию 

(4.10)  т.^.^і^      ^т^„і>/^.^і^О>а^т,,^  .  ,  ,  '^іи^х^Ч^')^ 
либо  условию 

(4.11)  /і^Ті^...  >т^.^і^а>0^/^>  ...  ;^т,,і>/,іо). 

При  а  =  0  (4,10),  (4,11)  переходят  соответственно  в  (4,7),  (4,9), 
так  что  параметрические  уравнения  квазидискриминантиой  поверхности 
Дтг ''^2ѵ+2й;)  ЯВЛЯЮТСЯ  частным  случаем  канонического  пред- 
ставления. 

Важным  свойством  квазидискриминантных  поверхностей  является  то, 
что  точка  с  координатами 

га  ^ 

^/=^24    (/=^2ѵ+ 1,.  .  2Ѵ4-/2) 

тогда  и  только  тогда  принадлежит  І)^(^2ѵ+і'  '^2ѵ+«)'  ^огда  правые 
части  представляют  параметрические  уравнения  В^^.  Заданием  точки 
на  однозначно  определяются  соответствующие  ей  коэфициенты  р 
и  параметры  і,  т. 

В  §  10  будет  доказано,  что 

(-^27+ 1»  •  •  •  '  '^2ѵ  +  /г)  +         ("^27+ 1?  •  •  •  '  ^2^  +  ,)- 

^^)  !л  может  быть  равно  любому  из  чисел      2,  . . ^  +  Ь  При  |л=:=г1  усло- 
вие (4,10)  принимает  вид 

О  ^  а  ^    ^    ^  , . .  ^  т^, 
а  условие  (4,11)  принимает  вид 

а  ^  О  ^    ^  ^1  ^ . . .  ^ 
При  |А  =  ^-[-1  (4,10)  заменяется  условием 

-^і  ^    ^ . . .  ^ -^;^  ^  О  ^  а, 
а  (4,11)  заменяется  условием 

126 


Из  самсзго  определения  многообразия  ^/„('^2ѵ+і'  •  •  •  >  «^л)  следует,  что 
то  многообразие  связное. 

Если  предположить  верными  свойства  квазидискриминантных  по- 
ерхностей,    высказанные    в    настоящем    параграфе,    то    найдем,  что 

(52^+1, 5^  односвязно.  Действительио,  если  это  верно  для  про- 
транства  (з^^'^у,  .  .  то  это  верно  и  для  пространства  {з^^^і,  .  .  ., 

п-ѵ  ^п)^  '^^^  ('^2-;+і' •  •  • ' -^«-і)    является   проекцией  многообразия 

1^(52,^^1,  на  подпространство  (^з,^.!,  .  .  . ,  и  очевидно,  что 

шогообразие,  проекция  которого  односвязна  и  которое  со  всякой  прямой, 
іараллельной  оси  проекции,  либо  совсем  не  имеет  общих  точек,  либо 
імеет  общим  целый  отрезок  само  односвязно.  Так  как  для  простран- 
ства {з^-.+і,  ^2ѵ+2)  многообразие  Л^із^./^і,  «^27+2)  совпадает  с  частью 
ілоскости,  ограниченной   кривой  ^2^^!  8^^._^^  =  ті'^'^-^'^,  то  все 

доказано.  Впрочем,  односвязностью  многообразия  я  нигде  в  этой  работе 
іе  пользуюсь.  При  сделанных  предположениях  легко  также  доказывается 
:вязность  многообразия  Л^^^  —  А^-\-0^^.  Действительно,  если  точки 
I       лежат  на  О^^іі  то,  как  это  следует  из  параметрических  уравне- 
шй  их  можно  соединить  кривой,  лежащей  на  О^+і-   Пусть  Р  — 

зроизвольная  то  жа  многообразия  Л^^^і — А^-{-0^.  От  прямой,  прохо- 
дящей   через  эту  точку  и  параллельной    оси   5^,   В^^^^  {з^.,^-^,  , .  . , 
этсекает  отрезок.  Хоть    одна  из  двух    частей,    на   которые   Р  делит 
этот  отрезок,  принадлежит  Л^^^  —  А^-\-  О^,  Это  и  доказывает  связность 
многообразия. 

§  5.  Вывод  вида  параметрических  уравнений  квазидисмримикантной 
поверхности    О^із^^^і,  -^з-л-л)-     Квазидискрііминантная  поверхно- 

сть   Вт^Зс^^^^і^  ^2ѵ+л)     ^сть     Граница    замкнутого  многообразия 

^т^Ч>+ѵ  •  •  '^2ѵ4-п)-  Если  точка  (^з^^р  .  . 5'2,+^  принадлежит  какому- 
нибудь       и  четное  число  і  меньше  у,  то,  как  известно, 

Это  показывает,  что  для  любой  фиксированной  точки  (4?+р 

из       (52,^1,        52^^.„^і)  существуют  верхняя  и  нижняя  границы  таких 

чисел    52,^^^,    что    точка    (4;;)^^,  ^зѵ^.^)  принадлежит 

Так  как  Л ^  (52,^1,  ^2^^^ замкнутое  многообразие,  не  запол- 
няющее всего  пространства  Зч-^-^п)'  ™  граница 
^п1^2'>^\'>  '••5'^2ѵ+л'  —  многообразие  Я— 1  измерения. 

Мы  знаем,  что  точка,  координаты  которой  представляются  в  виде 

т 

(5,1)  24    (/  =  2ѵ+1,  ...,2ѵ  +  я), 

ѵ=1 


11)  Это  следует  из  того,  что  со  всякой  прямой,  параллельной  оси  8^^ 
пересекается  не  бо  ее  чем  в  дзух  точках,  а  также  из  сказанного  в  начале  §  5. 

12)  См  ,  например  Н.  И.  М  е  й  м  а  н  -  Н.  Г.  Чеботарев.  О  /?-продолжае- 
мых  по  .иномах,  Труды  2-го  Всес.  матем.  съезда,  1934,  т,  2,  стр.  8—9,  форму- 
лы (5),  (6). 
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является  внутренней  для  Л^,  если  среди       имеется  не  менее  п  отли' 
ных  друг  от  друга  (/™0  считается  равноправным  значением)  ^з). 

Отсюда  следует,  что  точка  общего  положения  на  О^^^  должна  име| 

вид 

(5.2)  5.     ^^^і  +  .  .  .  +  (/  ^  2ѵ  +  1 ,  .  .  . ,  2ѵ  4-  ^О, 
где  <7  — числа  натурального  ряда,  ^д=^т  и  все  і  различны  между  со" 
бой.  Условимся  параметры  і  нумеровать  в  порядке  убывания,  так  что 

/,>/,>...>/„_,. 

Теорема  3.  Если  и  среди  коэфициентов  д  с  нечетными  индексами, 
и  среди  д  с  четными  индексами  имеются  величины,  большие  чем 
единица,  то  точка  (^з-.+р  .  .  . ,  52^^„)  из  (5,2)  не  может  принадле- 
жать ^^  (52,^1,  .  .  ., 

Доказательство.  Пусть,  например,  ^2/^  ^  ^2ны^^*  Рассмо- 
трим укороченную  систему 

(У=-2ѵ+1,..,,2ѵ+я-1), 

где  8^-~те  же,  что  и  в  (5,2).  При  а  =  і^і  эта  система  допускает  реше- 
ние ^1  =  ^1,...,  г/2^=4г---'   ^л-і~^й-г  '^^^^^  найдем,  что 

(іи^і    I 

и,  следовательно,  когда  а  становится  больше  і^і,  ие^^^А<^тих^'^с^  меньше  Д,^. 
При  достаточно  малом  увеличении  а  будем  иметь 

(5.3)  «1  >  .  .  .  >М2/^і>а>«2/>  . .  • 

Так  как  производная  по  сс  функции 

•  •  •  «^;іг 

равна 

-^а"  =     +  «)     (а  -  и,) ...  (а  -        (а  -  и,,) ...  (а  -  я„^,)  н), 


13)  Если  среди  чисел  содержится  п  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля, 
то  ранг  якобианной  матрицы  от  5  по  ^  равен  Пу  и  поэтому  точка  (5/)  имеет 
окрестность,  все  точки  которой  допускают  представление  вида  (5,1)  и,  значит, 
принадлежат  А^.  Если  же  среди  чисел  имеется  п  отличных  друг  от  друга, 
но  одно  из  них  равно  нулю,  то  существование  такой  окрестности  доказываете  я, 
как  в  теореме  2,  с  помощью  замены  і^^^^  ™ 

14)  Эта  производная  вычисляется  так: 


••■     <7«-1"«-.      9„_і4^_,  »-(„„...,„„_,)]• 

Выражение,  стоящее  в  квадратных  скобках,  является  полиномом  степени  2ѵ  4- 
-4- /г — 1  от  а,  для  которого  а  =  О —  корень  кратности  2ѵ,  а  о^  =  й^ — простые 
корни. 
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то  при  а  большем  чем  і^^^»,  но  достаточно  близком  к  нему,  в  силу  (5,3) 

Это  показывает,  что  многообразию  (-^зуч.!' •  •  • '  %^+л)  принадлежат 
точки  (52,+!,.  .  .,52,+„._і'^2ѵ+«).  гдѳ  0^^,^^  меньше  5о,^„  из  (5,2)  и  сколь 
угодно  мало  от  него  отличается. 

Рассмотрим  теперь  другую  укороченную  систему 

•'ЛЧп-хК-х    (У=-2ѵ+1,...,2ѵ  +  /г-1), 

где  5у  опять  взяты  из  (5,2). 

Все  предыдущие  рассуждения  применимы  и  к  этой  системе.  Найдем, 

чуо -^^!2іі.±іі         ~~ — — !         И  что  При  а,  большем  чем  і.у„,.  и  до- 

статочно  мало  от  него  отличающемся, 

(здесь   %,^„^Я,ѵ\'---^  ■  ■  .  +  ѴІГ'"  +         +  (<7г,.,  -  1)^-1;+;+.  .. 

^п-і^І^-і^^-     Следовательно,  принадлежат     также  точки 

(^2ѵ+і'- •  •'•^2ѵ+«-і'<^2ѵ-ь/г)'  "^Д^^гѵ+і  большб  чсм  5.,,^^^  И  СКОЛЬ  угодно  мало 
от  него  отличаются.  Это  показывает,  что  при  сделанных  предположениях 
точка  (в^^^і,  ...  ,^2^4.^  является  внутренней  для  Л^. 

Из  хода  доказательства  видно,  что  для  части  О^,  ограничивающей 
сверху,  все  д^^^^с=\^  а  для   части,   ограничивающей   А^^  снизу,  все 

Итак,  доказано,  что  точки  (^2^+1'  •  •  • ' '^2ѵ4-/г)  і^вазидискриминантной 
поверхности  должны  быть  вида  (4,1)  или  (4,6),  (4,8)  в  зависимости  от 
того,  равно  ли  п  числу  2к-\-\  или  2к,  и  что,  соответственно  тому, 
принадлежат  ли  точки  низу  или  верху,  параметры  удовлетворяют  одному 
из  условий  (4,3),  (4,7)  или  (4,2),  (4,9).  ^ 

Дальше  будет  показано,  что,  обратно,  каждая  точка,  координаты 
которой  имеют  указанный  вид,  принадлежит  О^, 

Пользуясь  соображениями,  развитыми  в  настоящем  параграфе,  и  пред- 
полагая установленными  свойства  квазидискриминантных  поверхностей, 
"приведем  доказательство  того,  что 

'^^т-ьі{^^2ѵ..Р  -  •  ..52ѵ  +  ^^^т.-і(^2ѵ4-і-  •  •>^2ѵч-«)^^ 

Для  определенности  примем  п  =  2к-\~\. 

Напомним,  что  под  Я' 1  (*^2ѵ+р  •••  ^ -^2-^-2^+1)  понимается  многооб- 
разие точек,  координаты  которых  представляются  в  виде  соответствую- 
щих сумм  вида 

(5,5)  =  +  . . .      + а'+Ріт;+ . . .  +/^,15,.  ' 

(і=2ѵ+1,.  .  .,2ѵ-|-2^  ^-^  1), 
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где  к-\- \ -^-"2 р -~м \  и  параметры,  подчиняются  либо  условию 

(5.6)  /і  ^    ^  .  .  .  ^  т^_і  >    ^  О  ->  а  ^    >  .  .  . >  т, «), 
либо  условию 

(5.7)  Ті^^і>  .     ^т^^а^О>^^^  .  ,  .  ^^^г^)' 

Из  самого  определения  Л^^-^  следует,  что  ^  ^т+і-  Полагая 

в  (5,5)  а  =  0,  получим   любую  точку  (мы   предполагаем,  что  все. 

свойства   квазидискриминантных  поверхностей,  указанные  в  §  4,  имеют" 
место),  а  полагая  а  равным  і^,  получим  любую  точку  0^.^і-  Так  как> 
^т+і  ^  "^т+і^  то  О^+і  является  частью  границы  ^^^і-   Единственные  , 
возможные  границы  Я^^^^  получаются,  когда  в  условии  (5,6)  или  в  усло- 
вии (5,7)  содержится  хоть  один  знак  равенства. 

Так  как  граница  замкнутого  многообразия  должна  быть  (п  —  1  )- 

мерным  образом,  то  достаточно  рассмотреть  те  случаи,  когда  в  условии 
(5,6)  или  условии  (5,7)  содержится  не  более   одного   знака  равенства. 
Если  этот  знак  равенства  относится   к  а   или        то  соответствующая ^ 
точка  принадлежит  либо  О^+і,  либо   О^^.   Например,   если  а^т^/те 
точка  принадлежит  а  если  а  =  0,  то  точка  принадлежит  В^. 

Исследуем  случай,  когда  знак  равенства  относится  к  другим  парамет- 
рам. Пусть,  например,  т^^^х  ^  (^^^^  и  ]х.  Точно  так  же,  как  в  на- 
чале этого  параграфа,  найдем,  что  во-п  ^|    ^       ^  1 , 

^3:^±^=^  (2ѵ  +  2/г  +  1 )  ІІ'  (і^  -™  I,)  (^,  -  т^) .  .  .  {і^     і^)  (к  -  а) .  .  . 
и  что  при  і^,  большем  чем  т^,  но  достаточно  близком  к  нему, 

!  Так  как  ^2ѵ+2А:4-і  получается  из  ^гѵ+г/г+г^  ^о^да  ^  і\,  убывая,  стре- 
мится к  то    в   .^^^1   существуют    точки     (^Зѵ-М.'  -  •  - '^2ѵ4.2^1_'^2ѵ  +  2Л-м)' 

первые  координаты  которых  имеют  старое  значение,  а  разность  ^2ѵ+2л-и  — 
"""•^27+2^+1^^  и  сколь  угодно  мала.  Следовательно,  если  точка 
(^^ѵ+р  • '52ѵ+2Д:+і)  принадлежит  границе  Я^^+і,  то  эта  граница  огра- 
ничивает ^^^^1  сверху. 

Если  все  /?^,  где  рі  /  <  X,  равны  единице,  то  точка  (5-)  лежит  на 
^яг+і       следовательно,  является   граничной  точкой  Для  дока- 

зательства того,  что  точка  {8.)  лежит  в  этом  случае  на  О^^і^  поступим 
как  при  исследовании  вопроса  о  переходе  верха  квазидискриминантных 
поверхностей  в  низ,  а  именно  положим 


Щ  Мы  обозначим  через  5^-  координаты  точки,  для  которой  ^^  =  Т),  и  все 
параметры,  кроме  ^^,  будем  рассматривать  как  функции  от  определяемые 
первыми  2к  соотношениями  (5,5),  где      имеют  значения 
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I 

в  силу  того  что  все  (р1^/<Х)  и  параметры  /,  т,  а  удо- 

летворяют  условию  (5,6),  такая  замена  возможна.  Координаты  (5"^)  пред- 
тавл5|ются  в  виде 

+     +        +  + 

то  и  доказывает  утверждение. 

Пусть  среди  /?^  (]і^/<С^-)  имеются  отличные  от  единицы  и  пусть 
—  наибольший  из  индексов  /,  для  которых  /7^>1.  Можем  написать 

|э,8)       ^     ^  +  РгЦ  +  .  •  •  +  ^  Л-Р^-^і  +  • .  .  +  (/'р  -  1 )  + 

I     +^^.і  +  т;^,  +  ...  +  ^;/-+(А  +  і)т{  +  ...  +  ^І+/.,т^ 

(у==2ѵ+1,        2ѵ  +  2;^+1), 

^р  +  і^^^Р'  "^р  +  і^^Ѵі-і'  ^х~'^х~і-  ^се  параметры  будем  рассмат- 
ивать  как  функции  от  ^^^^,  определяемые  соотношениями  (5,8).  Найдем, 
т©  при  і'^^^,  достаточно  близком  к  т^,  но  меньшем  чем  т^, 

ак  как  52Ѵ  +  2А4-1  получается  из  52'^^2М^  *^огда  /р^,,  возрастая,  стре- 
ится  к  т^,  то  найдем,  что  при  ^^^р  меньшем  чем  Тр,  но  достаточно 

лизком  к  нему,  разность  •52ѵ+2;^+і  ~~'^2ѵ+2а+і  отрицательна  и  сколь 
годно  мала  по  абсолютной  величине. 

Итак,  в  этом  случае  в  ^^^^  существуют  точки,  первые  2к  координат 
оторых  совпадают  с  первыми  2к  координатами  точки  (з.),  а  последняя 
оордината  больше  52ѵ+2%+і'  "О  сколь  угодно  мало  отличается  от  нее. 
іак  как  выше  было  доказано  существование  в  ^^+і  точек,  для  которьш 
ервые  координаты  совпадают  с  первыми  координатами  точки  (з.),  а  по- 
ледняя  координата  меньше  ^з^^зуь+і'  "о  сколь  угодно  мало  от  нее 
тличается,  то  точка  (з.)  не  может  быть  граничной  для  Я^^+і- 
\  Если  бы  знак  равенства  в  условии  (5,6)  соединял  не  т^^  и  ^^,  а 
\  іу^,  то  рассуждения  пришлось  бы  несколько  модифицировать.  Так  как 
|ри  этом  принципиально  новых  моментов  нет  ^^),  то  эти  рассуждения 
I  опускаю.  То  же  относится  к  случаю,  когда  неравенство  Х>}л  заме- 
ится  неравенством  Х<^рі  или  условие  (5,6)- — условием  (5,7). 

Из  всех  этих  рассуждений  вытекает,  что  единственными  возможными 

раНИЦамИ  являются  /^^^г+І   "   ^т-  ^   ^т  +  \   ^  ПрИНЗД- 

ежат  а  А^^^  —  ^т~\~^т  —  связное  многообразие,  то 

і  Случай  пространства  четного  числа  измерений  исследуется  точно 
аким  же  образом. 

§  6.  Вспомогательные  предложения.  Все  параметры  т,  и,  которые 
удут  встречаться  в  этом  параграфе,  предполагаются  отличными  от  нуля. 

Замечу  только,  что  в  этом  случае  придется  пользоваться  также  и  частью 
определяемой  условиями  (5,7), 

.   ,  ІЗІ 


Лемма  І.  Пусть  б  ряде  вещественных  чисел  и  нет  равных 
между  собой,  а  а,  р  —  некоторые  положительные  числа.  Равенства 

I  т 

(6,1)  Ѵр"2Мр==0    (/  =  2ѵ+1,...,  2ѵ  +  2/г) 

возможны   только    при    I  -\-  т^2к,    и    если    I т  =  2к -\-  \ ,  то 

Доказательство.  Предположим,  что  I  -\-  т^2к.  Тогда  из  пер- 
вых 1-\-т  равенств  следует,  что 

а  это  противоречит  наложенным  на  т,  и  условиям. 

Пусть  теііерь  I -\~  т=:2к-\- \  и,  например,  т^к — 1.  В  этом 
случае  определитель  к-то  порядка 


*2ѵ  +  2. 


.  .  .  5< 


I  т 


с  одной  стороны,  заведомо  больше  нуля,  а  с  другой  стороны,  точно 
равен  нулю. 

Из  леммы  путем  индукции  выводится,  что  ^аті  I -\' т  <^2к -\- \  или 
/-]~я2  =  2/г4"Ь  І^— ■'^І^Ь  то  равенства  (6,1)  могут  иметь  место 
только  как  тождества.  Под  тождеством  здесь  и  в  дальнейшем  пони- 
мается тождественное  равенство  нулю  разности  р(/)  =  5]^'^'  —  51 Р"'' 
рассматриваемой  как  функция  от  /. 

Примечание.  Точно  так  же  доказывается,  что  при  сохранении 
предыдущ.их  условий  равенства 

(/  =  2ѵ+1,  .  .  .,  2ѵ  +  2Л»™2,  2ѵ  +  2^-~~1)  - 

возможны  только  при  /«4- ^^2^—1,  и  если  1-\-т^2к,  го 
\1-~т\^2. 

Лемма  2.  Если  все  корни  полинома 

а^^^  4-  а,г^~і  +  .  .  .  ^-а^    (а^  ф  0) 
вещественны,  то  при  любом  ѵ 


>0 


(члены  с  отрицательными  индексами  іам@нйют€я  нулями). 
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Доказательство.  Эта  лемма  является  просто  записью  непосред- 
ственного следствия  1*^)  одной  теоремы  ^^),  утверждающей,  что  полином 
с^^^і.^с^г-\~  .  .  .  -^-с^г"^,  составленный  из  первых  т  члеіТов  ряда 

+  Ѵ  +       +  ^ 


имеет  не  менее  т  —  I  комплексных  корней.  Из  этого  следует,  что 
з^пс2^=:^5^пс^  =  щпа^;  но  простым  вычислением  находим,  что 

О, 

Лемма  3.  Положим 

Если  а,  р  —  любые  положительные  величины  ^®),  то  из  условий 
р(/).=  0    (/==2ѵ-і-1,  2ѵ4-2,  .  .  2ѵ+-2^~1) 

следует 

щп  р  (2ѵ)     8^п  р  (0),    5§п  р  (2ѵ  +  Щ     —  з^п  р  (0). 

Доказательство.  Составим  уравнение,  которому  удовлетворяют 
т,,  .  .  .  ,т^,  //р  ...  ^и^: 

Из  определения  р(т)  следует,  что 

р(2^+/?г)  +  аіР(2/г  +  т-^1)+  .  .  .  +а^^д{т)^0. 
Отсюда,  пользуясь  условиями  р(і)  =  0,  получим 

^2/.-  '.ѵ  ?  (2Ѵ)  4-  а2^-2ѵ4- 1  ?  (2Ѵ  —  1)  4-  '  -  +  ^2;^- 1  Р  (  1 )  +  ^2;Ь  Р  (^)  ^ ' 
«2^-2ѵ+  1  ?  (2Ѵ)  4-  ^2.^»2ѵ42  р  (2Ѵ  ™-  1  )  +  .  .  .  4-  ^2;^  Р      )  =  О, 

^2>^-іР(2ѵ)  4^2;^Р(2Ѵ— 1)=-0, 
р(2ѵ4-2^)+а,,р(2ѵ)  =  0  20). 

Из  первых  2ѵ  уравнений  получим 

^2* 


р{2ѵ)  =  ^ 


Этим  следствием  пользовался,  например,  Кгіііков  в  статье  „ОЬег 
^апге  Ігапзгепсіепіе  Рипкііопеп  тіі  гееііеп  Миіізіеііеп",  МаШ.  Апп,,  т.  81  (І920), 
стр.  97— П8. 

18)  Ьа§иегге,  Оеиѵгез,  т.  1,  стр.  111. 

Щ  Достаточно  потребовать,  чтобы  число  отрицательных  среди  а,  р  было 
четно. 

20)  Вывод  этих  соотношений  принадлежит  Н.  Г.  Чеботареву.  Мое  собственное 
доказательство  леммы  чрезвычайно  сложно  и  громоздко. 
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что  й  дает  8§п  р  (2ѵ)  =  5^п  р  (0).  Так  как,  полагая  5.  =  ^ах^:='^  рм^, 
мы  будем  иметь 

^^а,...а,іі,...т,Г*і\ѴНх,,...,  т,)  = 


то 
и 

8^п  р  (2ѵ  +  2^)  ^  —  5^11  р  (2ѵ), 

Если  р(0)~0,  то  уравнения  р(/)  =  0  могут  иметь  место  только  как 
полные  тождества. 

Лемма  4.  Пусть  а  и  ^  —-  некоторые  положительные  постоянные.' 
Если  р  (0)  =  2^'~"2^  система  равенств 

т  к 

Р(0=-2  РХ-=0    (/=-2ѵ4-1,       ,2ѵ  +  2^) 

возможна  только  в  случае  полного  тождества,. 

Доказательство.  В  силу  леммы  1  можем  считать,  что  т^  к. 
Исследуем  р  (2ѵ  -|-  "^Щ        функцию  от  т,  и  при  связях 

(6.1)  р(У)-=0    (;=:.2ѵ  +  1,        2ѵ  +  2;^-1) 

и  добавочном  условии  р  (0)  ^  0.  Для  доказательства  достаточно  показать, 
что  при  этих  условиях  р  (2ѵ  -|-  2к)  всегда  положительно,  обращаясь 
в  нуль  только  в  случае  полного  тождества.  Так  как  все  функции  р  (/) 
однородны,  то  достаточно  исследовать  р(2ѵ-)-2^)  при  дополнительном 
условии,  что  все  параметры  т  удовлетворяют  неравенству 

(6.2)  1>т^— 1, 

причем  хотя  бы  для  одного  параметра  имеет  место  знак  равенства. 

Применяя  метод  Лагранжа,  найдем,  что  все  незафиксированные  пара- 
метры, отвечающие  какому-нибудь  экстремуму  функции  р(2ѵ-1-2/г)  при 
связях  (6,1),  должлы  удовлетворять  одному  и  тому  же  соответствую- 
щему этому  экстремуму  уравнению 

Замена  т^'^+^^т',  м2^+і=:м'  показывает,  что  параметры  должны  даже 
удовлетворять  уравнению 

Это  показывает,  что  среди  незафиксированных  параметров,  отвечающих 
какому-либо  экстремуму,  не  более  2к — 1  различных  между  собой  ^і), 

21)  Экстремумы  могут  также  соответствовать  особым  точкам  образа,  опре- 
деляемого равенствами  (6,1).  Среди  незафиксированных  параметров  такой  точки 
не  более  2к  —  2  различных  между  собой. 
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'2ѵ+1  •  •  •  '■^2ѵ  +  Д' 


и,  следовательно,  общее  число  различных  между  собой  параметров  не 
превосходит  2к-\-\.  Значение  нуль  здесь  рассматривается  как  вполне 
равноправное,  и  если  какой-нибудь  параметр  равен  нулю,  то  среди 
остальных  имеется  не  более  2к  различных  между  собой. 

Разберем  сначала  случай,  когда  среди  т,  и  имеется  не  более  2к 
отличных  друг  от  друга  и  от  нуля.  Если  таких  параметров  меньше 
чем  2к,  то  соответствующие  связи  (6,1)  обращаются  в  тождества.  Пусть 
теперь  таких  параметров  2к.  В  силу  примечания  к  лемме  1  среди  пара- 
метров и  число  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля  есть  либо  к  —  \  , 
либо  к,  В  первом  случае  форма 

к 

неотрицательная  и  вырождается,  а  форма 

к 

положительная.  В  силу  (6,1)  все  коэфициенты  этих  форм,  кроме  послед- 
них, совпадают,  и  поэтому  разность  последних  коэфициентов  положи- 
тельна, т.  е, 

р  (2ѵ  +  2^)     ^2,^2;^  —  сгз,^.^ >  0. 

Если  среди  и  все  к  отличны  друг  от  друга  и  от  нуля,  то  среди  т 
имеется  тоже  к  различных  между  собой,  и  в  силу  условия  р{0)<^0  сумма 
коэфищіентов  при  этих  значениях  т  меньше  суммы  коэфициентов  при  а. 
'По  лемме  3  соответствующее  значение  р{2ѵ-{~2к)  положительно. 

Остается  рассмотреть  случай,  когда  среди  т,  и  всего  2к-\~\  отличных 
друг  от  друга  и  от  нуля  и  1  ^  т  ^  • —  1 ,  причем  для  двух  параметров  т 
достигается  равенство.  Если  среди  и  имеется  только  к  —  1  отличных 
друг  от  друга  и  от  нуля,  то  р  (2ѵ 2^)  0.  Пусть  среди  и  имеется 
к  различных.  Связи  (6,1)  можно  записать  в  виде 

(/  =  2ѵ-1-1,  .  .  .,  2ѵ  +  2^  — 1), 

где  ' 

І  =Ті^т,^  ...  ,^т^^і  — 

Рассмотрим  функцию 
р(2ѵ  +  2/.,  з)^(а,-з,)т^^  +  2._|_.  .  .  .  .4„(а^^^^з^^^),2.  +  2._  _ 

при  связях 

и  условии,  что  все  т  удовлетворяют  неравенствам 
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все  8>0  сколь  угодно  іѵіалы  и  так  подобраны,  что  ни  одна  из  частных 
сумм,  составленных  из  коэфициентов  а  —  8,  не  может  быть  равна  ни 
одной  из  частных  сумм,  составленных  из  коэфициентов  р. 

Рассмотрим  возможный  граничный  случай  Тд.^^ — >  —  оо.  Разделив 
равеАства  (6,4)  на  т^^^^  и  переходя  к  пределу,  получим 

(а.  ~~г^x'^+  ...  -\~  (а^  —     т'^  ~ 

(/.^2ѵ-}-  1,  .  .  .,  2ѵ~-[~2^—  1). 

Так  как  г  выбраны  так,  что  тождества  невозможны,  то  все  т',  и'  отлич- 
ны друг  от  друга  и  от  нуля.  Применяя  лемму  3,  видим,  что  при 
Т;^і^і— >  —  оо  р  (2ѵ-]- 2/г,  5)  стремится  к  --|-оо. 

Как  и  выше,  найдем,  что  среди  параметров  х,  и,  отвечающих  экстре- 
мальным значениям  функций  р(2ѵ-}-2^,  з),  не  более  2к  различных  между 
собой.  Так  как  связи  (6,4)  не  могут  сводиться  к  тождествам,  то  таких 
параметров  ровно  2к  и  все  они  отличны  от  нуля.  Так  как  ^{а — 5)<^2?' 
то  соответствующие  значения  р(2ѵ-|-2^,  е)  положительны  и,  следова- 
тельно, р(2ѵ-[-2^,  г)  при  связях  (6,4)  всегда  положительно. 

Заставляя  все  з  стремиться  к  нулю  и  переходя  к  пределу,  найдем, 
что  р(2ѵ-|-2^)  при  связях  (6,1)  неотрицательно,  когда  среди  т,  «  имеется 
не  более  2^-]-1  отличных  друг  от  друга.  Допустим,  что  при  некоторой 
системе  значений  т,  и  р  (2ѵ -}~  2^)  —  0.  Так  как  нуль  является  экстремаль- 
ным значением,  то  среди  этих  значений  имеется  не  более  2/г  отличных 
друг  от  друга  и  от  нуля;  но  если  таких  значений  ровно  2к,  то,  как 
было  показано  выше,  р  (2ѵ-]- 2/г)  >  0;  следовательно,  таких  значений 
меньше  2^;  но  тогда  соответствующие  связи  (6,1)  вырождаются  в  тождества. 

Итак,  доказано,  что  все  экстремумы  р(2р-|-2/е)  неотрицательны 
и  обращаются  в  нуль  только  в  случаях  тождества.  Отсюда  следует,  что 
р(2ѵ-|-2А')  при  связях  (6,1)  равно  нулю  только  для  тех  значений  пара- 
метров, при  которых  эти  связи  вырождаются  в  тождества.  Лемма  пол- 
ностью доказана. 

Несколько  проще  доказывается  следующее  предложение: 

Лемма  5.  Пусть  а  и  ^  положительны  и  >Т2>  .  .  .  >т^^і. 
Если     "Г  •  •  •  ~Ь  ^к+і  ^  Рі  ~Ь  •  •  •  "Т"  равенства 

(6,6)     р(/)--'2  Ѵр-2Р/4^^    (/--=2ѵ+1,         2^.  +  2^) 

не  могут,  иметь  места  при  О  >  >  .  .  .  >  т^^і .  Наоборот,  если 
^^2"Ь  •  •  •  Л"  ^к^і^^іЛ'  •  •  •  ~ЬРа;'  равенства  (6,6)  не  могут  иметь 
места,  когда  ^  >  О  >>    >  •  .  •  > 'Г^+і ,  0>Иі>  .  .  . 

Доказательство.  Рассмотрим  функцию  р(2ѵ-|-2А;)  при  связях 
р  (У)  =  0  (у     2ѵ     ^ ,  •  •  •  ,  2ѵ  -|-  2/г  —  1 )  и  добавочном  условии 

Среди  параметров  т,  м,  соответствующих  какому-нибудь  экстремальному 
значению  р-(2ѵ 2/г),  имеется  не  более  2к  отличных  друг  от  друга  и  от 
нуля.  Если  их  меньше  2к  отличных  от  нуля,  то  все  равенства  вырож- 
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даются  в  простые  тождества  и  соответствующее  значение  р  (2ѵ 2^)  =  0. 
Пусть  различных  параметров  имеется  2к.  Среди  и  должно  быть  к  раз- 
личных, так  как  в  противном  случае  определитель 

Р2ѵ-і-1   •  •  •  ?2ѵ-і-/^ 


должен  был  бы  обращаться  в  нуль;  но  в  силу  условия  О  >  >...>>  т^^^ 
он  заведомо  не  обращается  в  нуль. 

Так  как  среди  а  имеется  всего  к  различных,  то  среди  т  тоже  к  раз- 
личных, и  в  силу  условий  +  ■  —  Л'^к^\  *  •  •  +  Рй  сумма 
коэфициентов  при  т  не  меньше  суммы  коэфициентов  при  откуда  по 
лемме  3  следует,  что  соответствующее  значение  р(2ѵ-[~2^)  неположи- 
тельно. Первая  половина  леммы  полностью  доказана. 

Для  доказательства  второго  утверждения  нужно  рассмотреть  функ- 
цию р(2ѵ-{-2^)  при  связях  р(У)"0  (У  =  2ѵ+^-..,  2ѵ-~1-2^ — 1) 
и  дополнительных  условиях 

Ті^О^т^^  ...  ^х^^^і,    О^^і^  ...  -^11^^^:==^-  1. 

Повторяя  предыдущие  рассуждения,  придем  к  рассмотрению  двух 
случаев: 

1.  Среди  т  содержится  к-\-\  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля, 
среди  и  —  всего  к. 

Соответствующее  значение  р(2ѵ-{-2^)  положительно. 

2.  Среди  т  всего  к  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля,  среди  а  — 
тоже  к. 

Так  как  все  а  отрицательны,  то  все  оставшиеся  т  тоже  отрицательны, 
а  сумма  коэфициентов  при  т  не  больше  суммы  коэфициентов  при  и, 
так  как  по  условию  .  .  .  + '^у^+і  ^  Рі  4"  •  •  •  ~ЬРа'  откуда  (лемма  3) 

следует,  что  соответствующее  значение  р  (2ѵ  \-  2к)  неотрицательно. 

Итак,  при  связях  р  (у)  =  О  и  наложенных  условиях  все  экстремаль- 
ные значения  р(2ѵ-1~2/г)  неотрицательны,  причем  равенство  нулю  может 
иметь  место  только  в  случае  полного  тождества.  Лемма  полностью  дока- 
зана. Из  хода  доказательства  видно,  что  при  О  >  >  .  .  .  >  гг^^ 
и  ^2  +  •  •  •  +  і  =  ■  '  •  ~\~^к  равенства  (б,  6)  могут  иметь  место 
только  как  полные  тождества. 

Лемма  6.  Пусть  а,  ^  —  некоторые  положительные  постоянные  и 
параметры  т,  и  перенумерованы  в  порядке  убывания: 

Если      ^  1^1  и  т^>0,  то  из  равенства 

.(6,7)  р  (/)  =  2       -  2  =  2ѵ  +  1 ,  .  .  . ,  2ѵ  +■  2к) 

следует,  что 
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Доказательство.  Перепишем  равенства  р(/)  =  0  в  виде 


Решая  эту  систему  относительно  —  ат^^+^  рй^^^+^  найдем 


2ѵ  +  1  (^І  ІЧ  ~~Ч  +  і)  ІЧ  —  «і)  ♦  -  ІЧ  —  (^І  —  «р.4-і)  •  •  •  (^І  —  «/г) 


Перемножив  между  собой  все  эти  выражения,  получим  ^2) 

!(4  -      ■  •  ■  (ч  -  ^;;.-.!)  (^і  -      • . .  (^і  -  «;^)Р^-^^ 


2к  {2к—1) 


(-1)      ^  ...^х^^.^,^,^,  ...^И^) 

откуда 

5§п  (т,  .  .  .  т^,.  ^и^  ...  5|тп  (т^  —  и^)  ...{т,-~-  и^)  ^з). 

Докажем  теперь,  что  все  и  меньше  т^.  Допустим  противоположное: 
пусть  Мі>Ті.  Имеем 

/  %  \ 2'+'  „  -і  (^1  —  ^2)      і^і—^^кл-і)  (^і  —  гг^)  .  > .  (т^  —  щ) 
V  тг  /  рі       —  т-з) . . .     —  —  «2)  ...  («1  —  Ик)  ' 

Так  как  по  условию  0<^у-<^1,  то  из  допущения  >  ^  должно  сле- 
довать и^^т^,  ибо  в  противном  случае  каждая  из  дробей,  входящая 
множителем  в  выражение  для  ™,  меньше  единицы.  Перемножая,  однако, 
выражения  для       н       н  предполагая  при  этом,  что  и^'^т^,  найдем 


что  противоречит  неравенствам  и.^'^т^'^О.  Итак,  предположение 
и^^т^  приводит  к  противоречию.  Из  иі<^'с^  следует 

(6,8)  5^П(ТіТ,.  .  .Х^^іИ^.  . 


22)  \)^{'С2,  ...,и^)  в  силу  леммы  1  отличен  от  нуля. 

23)  Вывод  этого  соотношения  принадлежит  моему  товарищу  по  аспиран-„ 
туре  В.  В.  Морозову. 
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Положим 


В  силу  связей  (6,7)  Л^^^Д'^,  ...,Д^^=:А^,  Д^^^=:^0. 

Так  как  аир  положительны,  то  число  отрицательных  т  равно  числу 
перемен  знаков  в  ряде  1,  А^,  .  .  А^^+і,  а  число  отрицательных  ^  — числу 
перемен  знаков  в  ряде  1,  Ар  ...,А^.  Следовательно,  при  связях  (6,7) 
число  отрицательных  т  может  только  на  единицу  превосходить  число 
отрицательных  и.  В  силу  (6,8)  в  рассматриваемом  случае  эти  числа  равны 
и,  следовательно,  5§[п  Д^^_^^  =  з^-п  А^,  Так  как  А^^^  =  О,  то  А^^^,^  =  р  (2ѵ 
-|-2^4-^)\  и  р  (2ѵ-[- 2^  +  1)  >0.  Лемма  полностью  доказана. 

Примечание  1.  Если  коэфициенты  а,  ^  удовлетворяют  неравен- 
ству  а<^-\-. .  .-\-а^^^'^^^-\-.  .  ,-{-^^,10  ш  ттыЪъыі^к2і^т,  что  т^>0, 
и  тогда  достаточно  одного  условия      ^  р^. 

Примечание  2.  Если  бы  нам  было  дано,  что  ^і^а^  и  гг^>0, 
то,  повторяя  предыдущие  рассуждения,  мы  пришли  бы  к  соотношению 

5§п(Ті...т^^ійі...м^=— 1, 

которое  показывает,  что  в  этом  случае  р  (2ѵ 2^  4~  М  <С  О- 

§  7.  Квазидискриминантные  поверхности  в  пространстве  (^2^^^,  .  .  . 
.  .  ' , '?2ѵ-і.2й+і)  нечетного  числа  измерений.  Свойства  квазидискриминантных 
поверхностей  будем  доказывать  методом  индукции,  предполагая,  что  эти 
свойства,  сформулированные  в  §  4,  уже  установлены  для  любого  про- 
странства меньшего  числа  измерений.  Это  замечание  относится  и  к  по- 
следующим параграфам. 

В  §  5  было  доказано,  что  всякая  точка  на  О^г^^^^^х^  •  -  •  ^ 
должна  допускать  представление 

(7.1)  +  +    +  М    (^-^^Зѵ+І,  ...,2ѵ+2^+1), 
где  к-\-^р  =  т  \\ 

(7.2)  ^і^Ті^  ...^т^, 
если  точка  принадлежит  верху,  и 

(7.3)  Ті>^і>...>4, 
если  точка  принадлежит  низу. 

Для  того  чтобы  окончательно  решить  вопрос  о  0^(52^^і,  .  .  .,  -^зѵ+г^^+г)' 
нужно  доказать  следующую  теорему: 
Теорема  4.  Из  равенств 

т 

(7.4)  р(/) і[~\-р,т\  +  .  .  .  +     4-  р^^^     2  и^^-.  о 

(/-^2ѵ+1,...,  2ѵ  +  2/?), 


т'      ^  ^Р  р  »' 


а. 


2Ѵ4.1  •  •  •  "Ч^і^І 


^А, 


^а;. 
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где  к-\-^р=г^т  и  параметры  і,  т  удовлетворяют  условию  (7,2), 
следует  неравенство 

Р  (2ѵ  -4-       -|~  1)  4-      +  1  _|_  _    4.  ^^^2ѵ  +      +  I  _  2         +  2А  +  ^  .>  0. 

Зяал:  равенства  имеет  место  только  в  случае  полного  тождества. 

Доказательство.  Заметим,  что  если  совпадает  с  каким-нибудь 
другим  параметром,  то  связи  (7,4)  принимают  вид 

(/--2ѵ+ 1,  .  .    2ѵ  +  2/е), 

и  по  предположению  индукции  могут  иметь  место  только  как  тождества. 

В  силу  однородности  всех  выражений  р  (/)  достаточно  исследовать 
функцию  р(2ѵ4-2^  +1)  при  ограничении 

(7.5)  1  ^^і^Ті>. .  .^х^^^— -1. 

При  этом  ограничении  экстремумы  р  (2ѵ 2^ 1)  при  связях  (7,4) 
можно  разбить  на  две  категории:  экстремумы  первой  категории  полу- 
чаются, когда  закрепляется  только  один  из  параметров  —  \  или 
т^^  =  -— 1;  экстремумы  второй  категории  получаются,  когда  закрепляются 
оба  параметра. 

Как  при  доказательстве  леммы  4,  найдем,  что  среди  незакрепленных 
параметров,  отвечающих  какому-либо  экстремуму,  имеется  не  более  2/г 
различных  между  собой,  и,  следовательно,  общее  число  различных  па- 
раметров, отвечающих  экстремуму  первой  категории,  не  более  2к-\-\, 
а  отвечающих  какому-нибудь  экстремуму  второй  категории  —  не  более 
2к  Ц-  2.  Нуль  рассматривается  как  равноправное  значение. 

Условимся  раз  навсегда  значения  параметров  и  коэфициентов  при 
них,  отвечающие  экстремальным  значениям  рассматриваемой  функции, 
обозначать  теми  же  буквами,  но  с  черточками  над  ними.  Кроме  того, 
все  параметры,  имеющие  одно  и  то  же  значение,  будем  собирать  в  один 
член  и  обозначать  этот  параметр  через  т,  если  коэфициент  при  нем 
положительный,  и  через  и,  если  коэфициент  при  нем  отрицательный. 

Во  всех  экстремумах  первой  категории  связи  (7,4)  вырождаются 
в  тождества.  Действительно,  если  ни  один  из  параметров  не  исчезает, 
то  сумма  коэфициентов  при  т  равна  сумме  коэфициентов  при  и  так 
как  число  различных  среди  т,  и  не  более  2/г  -{~  1 ,  то  по  лемме  4  связи 
вырождаются.  Если  же  некоторые  из  параметров  исчезают,  то  среди 
оставшихся  не  более  2/г  различных. 

Разберем  экстремумы  второй  категории.  Оставляя  в  стороне  случаи, 
когда  связи  вырождаются  в  тождества,  найдем,  что  связи  должны  при- 
нять вид 

(7.6)  ?Ц-/^і     +•  • •  •+  ^^+1  «1^1 

(Ь-2ѵ-{-1,  ...,2ѵ-|-2^), 
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где  все  7,  "т,  и  отличны  друг  от  друга,  и  ^-^"И 

из  параметров  т  или  и  может  быть  равен  нулю.  Действительно,  /і  =  1 
должно  быть  отлично  от  всех  других  параметров,  а  среди  и  должно  быть 
к-^\  различных  между  собой,  так  как  если  бы  среди  и  было  только  к 
отличных  друг  от  друга  и  от  нуля,  а  среди  I,  т  было  к  -{-2  отличных 
друг  от  друга  и  от  нуля,  то  согласно  лемме  4  связи  (7,4)  могли  бы  иметь 
место  только  тогда,  когда  сумма  коэфициентов  при  и  была  бы  меньше, 
чем  сумма  коэфициентов  при  7,  т.  Так  как  к-^^р  =  т,  то  это  мо- 
жет иметь  место  только  тогда,  когда  некоторые  из  параметров  и  обра- 
щаются в  нуль,  но  тогда  общее  число  (считая  и  нуль)  различных  между 
собой  параметров  і,  х,  и  было  бы  равно  2к-\-3.  Все  это  доказывает, 
что  связи  должны  быть  указанного  вида. 

Если  в  (7,6)  одно  из  х  или  и  равно  нулю,  то  в  силу  леммы  6 
р  (2ѵ-|- 2^  4- 1)  >  0.  Для  того  чтобы  доказать  положительность  р(2ѵ4- 
'-[-  2к  4-      при  связях  (7,6),  докажем  положительность  функции 

При  связях  \ 

(7,7)     1  4- ^^ті  + . . .  +  (р^  +  8)  4  —  дги\  — ...  —  д^+і     1  О 

(/г=2ѵ+1,  ...,2ѵ  +  2А^) 

и  условиях 

для  любого  нецелого  положительного  е. 

Среди  величин  I,  т,  м,  отвечающих  какому-нибудь  экстремуму 
р  і2ѵЛ~2к-{~1,в),  не  более  2к~\-\  различных  между  собой.  Если  какой- 
нибудь  из  параметров^  т,  равен  единице,  то  связи  (7,7)  принимают 
либо  вид 

либо  вид 

Р^Х1+.  .  .+  (Р;^4^8)Т^=(^1-™  1)йі  +•  •  •+^>^-м4+1. 

Так  как  сумма  коэфициентов  при  т  больше,  чем  сумма  коэфициентов  при  и, 
то  по  лемме  4  эти  соотношения  могут  иметь  место  только  как  тождества. 
Оставляя  этот  случай  в  стороне,  видим,  что  согласно  примечанию  2 
к  лемме  6  все  остальные  экстремальные  значения  положительны. 

Остается  рассмотреть  еще  возможный  граничный  случай,  когда 
Тд.  стремится  к  —  сх:).  Разделив  (7,7)  на  \х^\^,  придем  в  пределе  к  соот- 
ношениям 

где  0>ті>.  .  .>Тд:===--1.  Так  как  А  +  •  •  - +Л  +  ^ > 2 '^»  ^-^^ 
штрих  означает,  что  суммирование  распространяется  на  все  коэфициенты, 


і^роме  какого-нибудь  одного,  то  по  лемме  3  все  отрицательны,  й, 
следовательно,  р  (2>>  +  2/г -|- 1 ,  8)  стремится  к  -|-^,  когда  т^^_>-— оо. 

Итак,  при  любом  положительном  е  имеем  р  (2ѵ -}-2к \ ,  в)  ^  О. 
Заставляя  е  стремиться  к  нулю  и  переходя  к  пределу,  найдем,  что  все 
экстремальные  и  граничные  значения  р  (2ѵ -|- 2/г  +  1)  неотрицательны, 
а  значит,  и  сама  функция  неотрицательна.  А  если  так,  то  значение  нуль 
является  для  р(2ѵ-|-2/г4- 1)  экстремумом  первой  категории  (с  одним 
закрепленным  параметром).  Но  выше  было  показано,  что  при  экстрему- 
мах такого  рода  связи  (7,4)  вырождаются  в  тождества.  Мы  видим,  что 
р  (2ѵ  4-  2/г  4- 1 )  обращается  в  нуль  только  в  тривиальных  случаях  тождества. 
Умножая  все  параметры  на--1,  получаем  следующий  результат: 
Теорема  5.  Если  параметры  т  подчиняются  не  условию  (7,2), 
а  условию  (7,3),  то  из  связей  (7,4)  вытешет  неравенство 

р(2ѵ -1-2^4-1X0. 

Равенство  достигается  только  в  тривиальном  случае,  когда  связи 

(7,4)  вырождаются  в  тождества. 

Из  теоремы  4  вытекает  как  следствие  следующая  теорема: 

Теорема  6.  При  любых      только  одна  из  всех  возможных  систем 

уравнений 

^і=^^]+Р{^  +  -  -'  +  ^і  +  РЛ    (/=-2ѵ+1,  .  .  .,2ѵ  +  2^), 

где  р  могут  быть  любыми  числами  натурального  ряда,  удовлетво- 
ряющими  условию  к -^^р  — фиксированному  числу  т,  может  иметь 
решение,  удовлетворяющее  неравенствам  (7,2),  и  эта  система  имеет 
только  одно  такое  решение. 

Это  значит,  что  если  такое  решение  вообще  существует,  то  величины 
/?,      т  однозначно  определяются  величинами  т,  5.. 

Доказательство.  Допустим,  что  теорема  неверна.  Тогда  суще- 
ствуют такие  /,  т,  м,  ѵ,  р,  д  (р  м  д  могут  совпадать),  что 

Н.=  і  ['•^І  |Х=1 

где 

Так  как  теореме  4 

но  в  силу  той  же  теоремы  равенство  возможно  только  в  случае  полного 
тождества. 

Все  эти  теоремы  доказывают,  что  со  всякой  прямой,  параллельной 
оси  ^т('^2ѵ+і' •  • '>'^2ѵ+2;і+і)  «^^^о  совсем  нб  пересекается,  либо 

пересекается  в  двух  точках,  и  что  всякая  точка  (4,1)  при  одном  из 
условий  (4,2),  (4,3)  принадлежит  соответственно  верху  или  низу  О^. 

Вообще  все  свойства,  которые  мы  предполагаем  для  квазидискрими- 
нантных  поверхностей  в  пространстве  числа  измерений,  меньшего  п, 
верны  и  в  пространстве  п  измерений^  если  п  нечетное. 
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§  8.  Верх  і^вазйдиекриминантной  поверхности  0^  (б'з^+р  .  ,^'27+2^)' 
Теорема  7.  Из  равенств 

т 

(8.1)  р(0  =  <і+М+-  •  -+^1-2  "і=^ 

^_^2/7  =  т  я  параметры  і,т  удовлетворяют  условию 

(8.2)  /і>Т,>/2^...^Т;,„1>^;,, 

следует 

т 

р  (2Ѵ  +  2^)  ^  р^-:\-\-2к  4-  ...  4-  ^2ѵ+2^  _  2  й2ѵ+2^  ;^  О, 

/=! 

Равенство  имеет  место  только  тогда,  когда  связи  (8,1)  вырождаются 
в  тождества. 

I  Доказательство.  Как  и  в  предыдущем  параграфе,  наложим  огра- 
ничение 

(8.3)  I  .  .^^;^^  — 1. 

II  Если  один  т  параметров  і,т,и  совпадает  с  или  /^^,  то  связи  (8,1) 
1  должны  принять  либо  вид 

1(8,4)         / +  4 + . . .  4-  р,_,ті,_ ,  +  ==  2  «'/' 

I  I 
либо  вид 

(8,5)  <  =  П  +  А^Ц---.+<І-,+/'*-Л-,==2«І. 

I  I 

причем  сумма  коэфициентов  при  параметрах  т  равна  числу  парамет- 
I  ров  и.  Согласно  ^предположению  индукции  точка  (з^  или  точка  (^]')  при- 
I  надлежит  соответственно  верху  или  низу  ^^  (5^,^^^  .  .  .  ,  <52ѵ+2^-і)  ^ 

связи  (8,4),  (8,5)  могут  иметь  место  только  как  тождества.  Соответствую- 
[щее  значение  р  (2ѵ-|-2/г)  —  0.  Для  всех  экстремумов  функции  р(2ѵ4-2^) 

при  связях  (8,1)  и  условии  (8,3)  должно  выполняться  либо  одно  из  ра- 
венств ^1=1,     =  — 1,  либо  оба  равенства. 

I  Если  закреплен  только  один  из  параметров  і.^  =  1  или  /'^  =  —1 ,  то 
все  остальные  параметры  і,  т,  отвечающие  некоторому  экстремуму,  должны 
удовлетворять  некоторому  соответствующему  этому  экстремуму  уравнению 

В  этом  случае  общее  число  различных  между  собой  параметров  не 
I  превосходит  2/е.  Так  как  сумма  коэфициентов  при  I,  т  равна  сумме 
I  коэфициентов  при  и,  то  в  силу  леммы  3  связи  (8,1)  для  этих  значе- 
ний параметров  вырождаются  в  тождества,  и  соответствующие  значения 
|р(2ѵ+2/г)==:0. 

Если  закреплены  и  і^=\   и  /^  =  —1,  то  общее  число  различных 
между  собой  среди  параметров,  отвечающих  какому-нибудь  экстремуму, 

24)  д  —  т  или  т~1,  в  зависимости  от  того,  совпадает  ли  іі  либо     с  одним 
из  параметров  і,  т  или  с  одним  из  параметров  и, 
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не  превосходит  2к-]-\.  Оставляя  в  стороне  случаи  вырождения  связей 
в  тождества,  найдем,  что  в  этом  случае  связи  будут  либо  вида 

(8.6)  й+^,?^+...+;Г,_іт]_^  +  ^;-_--.2^^я| 

либо  вида 

(8.7)  . . .  ^і  =  2Ѵ/«Ь  2  +  2^=2^. 

1=1 

где  одно  из  т  или  и  может  обратиться  в  нуль. 

Действительно,  согласно  лемме  __1  число  различных  между  собой  и 
отличных  от  нуля  параметров  т  или  и  не  меньше  к  —■  I.  Если  бы 
параметров  т,  например,  было  к  —  1 ,  а  отличных  друг  от  друга  и  от 
нуля  параметров  и  было  к-\-2,  то  по  лемме  4  сумма  коэфициентов 
при  т  была  бы  меньше  суммы  коэфициентов  при  и;  но  тогда  некото- 
рые из  параметров  т  обращались  бы  в  нуль,  и  общее  число  различ- 
ных между  собой  параметров  т,  и,  считая  и  нуль,  было  бы  равно 
2к-\-2.  Кроме  того,  как  было  показано,  и  могут  совпадать  с  дру- 
гими параметрами  только  при  тождествах. 

В  силу  предположения  индукции  связи  не  могут  быть  вида  (8,7), 
так  как  точка  (4  +  ,,...,  з[^,^2к-.2^  принадлежит  02^^~{з2.^Ѵ" >  ^2.^2к^2)^ 
и  (8,7)  могут  выполняться  только  в  случае  полного  тождества. 

Для  определения  знака 

р  (2Ѵ  +  2А)  = +  ^,т2ѵ+2*  ^  .  .  .  +        ^^2,+2*  ^  ^2,+2*  _  2 

при  связях  (8,6)  исследуем  функцию  « 

при  связях 


(8,8) 


(=1 


2  +  ^р  =  -^'д,  г>0,  /  =  2ѵЧ- !,...,  2ѵ  +  2А;-1. 

Число  различных  среди  параметров,  отвечающих  какому-либо  экстремаль- 
ному значению  р  (2ѵ -|- 2^,  а),  не  превосходит  2к.  Если  число  отличных 
друг  от  друга  и  от  нуля  среди  них  меньше  2/г,  то  по  лемме  1  соответ- 
ствующие связи  (8,8)  вырождаются  в  тождества.  Если  число  отличных 
друг  от  друга  и  от  нуля  равно  2к,  то  либо  ни  один  параметр  не  равен 
нулю,  либо  равно  нулю  одно  т  или  и,  а  все  остальные  параметры  раз- 
личны между  собой.  Во  всех  случаях  р  (2ѵ -]- 2/г,  е)  >  0;  в  первом  и  во 
втором  —  в  силу  леммы  3,  так  как  сумма  коэфициентов  при  отличных 
от  нуля  параметрах  т  меньше  суммы  коэфициентов  при  к,  а  в  третьем  — 
потому,  что  среди  и  имеется  только        1  отличных  от  нуля.  Остается 
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рассмотреть  случай  (если  он  вообще  возможен),  когда  стремится 
,к  — с».  Разделив  все  связи  (8,8)  на  соответствующие  степени  /^,  полу- 
чим в  пределе 

РіТ/  +  . .  .  1  +    —2)  іІ  =  ьиІ  +  . , .  -\-ц^иІ , 

В  силу  того,  что  сумма  коэфициентов  при  т',  і'  не  может  быть  равна 
сумме  коэфициентов  при  к',  все  2к  параметров  отличны  друг  от  друга 
и  от  нуля.  Сумма  коэфициентов  при  і\  і'  меньше  суммы  коэфициентов 
при  и! ^  и  по  лемме  3 

Следовательно,  при  і^^  стремящемся  к  — оо,  р(2ѵ^2^,  е)  стремится 
к  _[-  оо. 

Итак,  для  любого  8>0  при  связях  (8,8)  р(2ѵ  +  2^,  е)  неотрица» 
тельно  и  обращается  в  нуль  только  в  тривиальном  случае  вырождения 
(8,8)  в  тождества.  Заставляя  8  стремиться  к  нулю  и  переходя  к  пределу, 
получим,  что  р  (2ѵ  4"  2^)  ^  0.  Как  и  в  теореме  4,  убеждаемся,  что 
равенство  достигается  лишь  в  случае  тождества. 

Таким  образом  все  экстремумы  функции  р(2ѵ-1-2^)  при  связях  (8,1) 
и  условиях  (8,2)  неотрицательны  и  равны  нулю  только  когда  (8,1) 
вырождаются  в  тождества.  Теорема  полностью  доказана. 

Отсюда  непосредственно  получаем: 

Следствие.  При  любых  значениях  з.  только  одна  из  всех  воз- 
можных систем 

2де  р  —  любые  целые  положительные  числа,  удовлетворяющие  соотно- 
шению ,  ,  _ 

к-\-^р=:т, 

возможно,  имеет  реиіение,  удовлетворяю и^ее  неравенствам  (8,2),  и  эта 
система  имеет  только  одно  такое  решение. 

Отсюда  вытекает,  что  всякая  точка  (з.)  вида  (4,8)  принадлежит  верх>^ 
^т('^2ѵ+г  •  •  •  5  '^2ѵ+2й)  ^  ^'^^  ВСЯКОЙ  прямой,  параллельной  оси  З.^^^^к' 
верх        пересекается  не  более  чем  в  одной  точке. 

§  9.  Низ  квазидискриминантной  поверхности  0^{з2^,  +  ѵ  -  -  -  '  *^2ѵ+2^)* 
Каждая  точка  низа  -^^^^('^гѵ+і' •  •  • »  *^2ѵ+2Д;)  допускает  представление  вида 
(4,6).  Так  как  каждая  точка  ^^^(^зѵ+і,  •  •  •  ^  '^2ѵ+2й-і)  является  проекцией 
некоторой  точки  низа  (53,^1,  ...  ,  ^з.^зй)  пространство  (^з.^..^,  .  -  . 
•  •  •  '•^2ѵ-ь2А:>і)'  то  каждая  точка  Л^{з^^^,^^, . .  . ,  52,^.2^„і)  допускает  предста- 
вление вида 

(9.1)  ^р^т^  +  і\  +/7^^^  +  .  .  .  +       +М ' 
где  к  —  \  -\-^р  =  т,  и 

(9.2)  Ті^/і>Т2^...^^^„і^Ѵ 

Многообразие  точек  пространства  (^з^^р  .  .  . ,  •^2^+2^-1)»  допускающих 
представление  (9,1)  с  данными  р,  обозначим  через  Л{р^,...,  р^).  Мно- 
гообразие Л^{з^.^^^у  .  .  .,  52ѵ4-2А-.і)  разбивается  на  сумму  многообразий 
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р^,  когда  .  . . ,  пробегают  все  возможные  значения, 
удовлетворяюпі;ие  соотношению  к-— \ -\-^р  =^т.  Нижеследующая  тео- 
рема 9.  показывает,  что  разные  Л  .  .  . ,  р^  могут  иметь  общими 
только  точки  границы. 

Теорема  8.  Из  равенств 

(9,8)  р  (/)  ^  р,Ѵ^  +    +         р^^і^  ™.  2  ЯЛ  -  О 

(/=:^2ѵ+1,...,  2ѵ  +  2^-2), 
ад^  параметры  и  коэфицаенты  связаны  условиями 

(9.4)  Ті  >    >  . . .  >  Т;^,  и^^и^-^..,^ит'у 

(9.5)  /^,<ді.    /г™] +2/^=^2^' 

а  случае,  когда  равенства  (9,3)  вырождаются  а  простые  тожде- 
ства^ следует 

р(2ѵ  +  2^^»1)>0.  ^ 

Доказательство.  Рассуждение  протекает  так  же,  как  при  дока- 
зательстве теоремы  5.  Наложим  на  параметры      т  ограничение 

(9.6)  1  >  Ті  >  . . .  >    ^  —  1 

и  исследуем  знак  всех  экстремальных  и  граничных  значений  функции 
р  (2ѵ -|- 1)  при  связях  (9,3)  и  условиях  (9,6). 

Если  параметр  Ті  совпадает  с  т^,  то  связи  (9,3)  должны  принять  вид 

(9.7)  ^,=  (д+;,^+])т=+4+,..4.р,т^=29/«Ь 

1=1 

и  по  Предположению  индукции  точка  (^гѵ+і?  •  •  •  »  ■^гѵ+г/^-г)  принадлежит 

низу    /3^(52,^1,  =  ..,   ^2ѵ  +  2*-2)?  '^^^  "^™  связи  (9,7)    ВОЗМОЖНЫ  ТОЛЬКО  к2к 

тождества. 

Если  т,  совпадает  с  каким-нибудь  параметром  и^,  коэфициент  при 
котором  ^/?2,  то  связи  должны  принять  вид 

(9.8)  з\        +      +М  =       +  •  ^ '  +  (^,  -/^і)  <  +  « ^  •  + 

и  по  предположению  индукции  точка  (4ѵ+і?  -  -  •  ?  4ѵ+2^--і)  принадлежит 
верху  і5а^ц.р,  +  ...^;,^(^2ѵ4.р-«.  ^2ѵ+2^-і)  следовательно,  соответствую- 
щее 3  ачение  р  (2ѵ -|- 2/г— 1)  равно  нулю,  когда  (9,8)  вырождаются  в 
тождества,  и  положительно,  если  это  не  имеет  места. 

Граница  выполняемости  условий  (9,6)  при  связях  (9,3)  достигается 
либо  когда  среди  т  имеется  не  более  к—  \  отличных  друг  от  друга 
и  от  нуля,  либо  когда  среди  и  имеется  не  более  к—Х  отличных  друг 
от  друга  и  от  нуля.  В  обоих  случаях  в  силу  предположения  индукции 
связи  (9,3)  могут  иметь  место  для  этих  значений  только  как  тождества. 

Как  при  доказательстве  теоремы  4,  доказываем,  что  для  всех  экстре- 
мумов р  (2ѵ-)- 2^— 1),  получающихся  при  закреплении  только  одного 
из  двух  параметров  Т|=:=  1,  т^^  =  — 1,  связи  (9,3)  вырождаются  в  то- 
ждества. Для  экстремума  второй  категории  при  фиксированных  т^=1  и 
1,  исключая  случай  полного  тождества  и  случай^  когда  со- 
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впадает  с  одним  из  параметров  «,  коэфициент  при  котором  и 
когда,  следовательно,  значение  р  (2ѵ4- 2^  —  1)  >  О,  —  связи  (9,3)  должны 
принять  вид 

(9.9)  2>,т',=2?Й    (/  =  2ѵ+1,...,  2Ѵ+2А-2), 
где 

2р  =  29    и     1=т,>...>7„  25). 

Один  из  параметров  т,  а  может  обрандаться  в  нуль.  Коэфициент  р-^  мо- 
жет быть  больше  только  в  том  случае,  когда  совпадает  с  некото- 
рыми из  промежуточных  параметров  і,  т.  В  этом  случае  Ті  непременно 
больше  Это  следует  из  того,  что  если  и^  =  і^  и  отлично  от  всех 
других  параметров  т,  то  р^^р^^д^  —  І^^і-  Если  же  «і  совпадает 
с  некоторыми  другими  параметрами  і^,  т^,  то  в  силу  того,  что  Хі  больше 
(в  противном  случае  связи  вырождаются  в  тождества),  т^  >  т^,^  =  Кі  ^  ^в). 
Если  рі^ді^  то  положительность  соответствующего  значения 
р(2ѵ-|-2^  —  1)  доказывается  точно  так  же,  как  и  в  теореме  4.  Если 
Рі  >  Яѵ  доказательство  тоже  остается  почти  таким  же.  Опять  опре- 
деляем для. любого  положительного  г  функцию 

р(2ѵ  +  2А5-=-1,  в)=РіХІ'^'^"'  +  .  .  ^МРиЛ-^)'^'^^^'''  -  ^Я^Г^""^^ 

и  рассматриваем  все  ее  экстремумы  и  граничные  значения  при  связях 

(9.10)  Л^5+---+(]^*  +  5)т^-29,«1=0   (г=2ѵ+1,...,  2Ѵ+2Й-2) 

1=1 

И  добавочном  условии 

1  =  Ті  ^  й| . 

Среди  параметров,  отвечаюпдих  какому-нибудь  экстремальному  или 
граничному  значению  р(2ѵ-)-2^- — 1,  е),  имеется  не  более  2к—\  раз- 
личных между  собой.  Если  среди  них  не  более  2к  —  2  отличных  от 
нуля,  то  связи  (9,10)  для  этих  значений  вырождаются  в  тождества.  Если 
число  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля  параметров  равно  2к — 1,  то, 
как  это  следует  из  хода  доказательства  леммы  6,  из  неравенства  1  =-Т|  ^ 
следует  положительность  соответствующих  значений  р  (2ѵ Ц- 2^— 1,  е). 

Остается  рассмотреть  возможно  имеющий  место  случай,  когда  стре- 
мится к  — оо.  Разделив  (9,10)  на  степени  получим 

йт^2  +  •  •  • + + 2) ^'і  ==яі^і  +'•' -\-^яА^  4"=^—^' 


25)  Если  бы  В  этих  соотношениях  где-нибудь  имелся  знак  равенства,  то 
связи  (9,9)  выродились  бы  в  тождества. 

26)  Напоминаю,  что  в  т  собраны  те  отличные  друг  от  друга  значения  пара- 
метров і,  т,  и,  коэфициенты  при  которых  положительны,  а  в  м  —  те,  коэ  1)и~ 
циенты  при  которых  отрицательны.  Как  т,  так  и  и  нумеруются  в  порядке  убы- 
вания. Если  «1  отлично  от  «2  и  совпадает  с  некоторым  т,  при  котором  стоит 
коэфициент  ^^1,  то  для  щ  берется  значение  % 
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Здесь  все  т^,  отличны  от  нуля,  так  как  тождество  невозможно.  Нера- 
венство 1— Ті^йі  переходит  здесь  в  неравенство  0>гг'.  Так  как  все 
и'  отрицательны,  то 

И  р(2ѵ-|-2^ — ■  Ь      при  — > — ^оо  стремится  к  -|-оо. 

Итак,  при  любом  5>0  р(2ѵ-|-2^ — 1,8)^0,  и  обращение  в  нуль 
имеет  место  только  в  тривиальных  случаях.  Переходя  к  пределу  и  рас- 
суждая как  в  конце  доказательства  теоремы  4,  видим,  что  о{2^-\-2к — 1) 
при  связях  (9,9)  положительно.  Итак,  все  экстремумы  и  граничные  зна- 
чения р  (2ѵ-(-2/г —  1)  неотрицательны  и  обращаются  в  нуль  только  в  три- 
виальном случае  вырождения  связей  в  тождества.  Теорема  полностью 
доказана  ^?). 

Теорема  9.  Каковы  бы  на  была  велачаны  в.,  только  для  одной 
из  всех  возможных  комбинаций  чисел  р  натурального  ряда,  удовле- 
творяющих условию 

(9.11)  к — ^+2^"^    (т  —  фиксированное  число), 
система 

(9.12)  ^.^;;^Х;+^1+М  +  -  '  '  + 

(/  =  2ѵ-1~1,. .     2ѵ-+-2^--  1), 
возможно,  имеет  решение,  подчиняющееся  неравенствам 
(9,4^)  Ч^іі-^Ч-^' '--^  4.-^1^4- 

Если  такая  система  существует,  то  она  имеет  только  одно  ре- 
шение, удовлетворяющее  (9,4'). 

Доказательство.  Допустим,  что  теорема  неверна.  Это  значит, 
что  существуют  такие  р,  д  (д  могут  совпадать  с  р),  і,  т,  ѵ,  и,  что 
имеют  место  равенства 

(9.13)  р(')=2^;+2М-2Ч-2?'"Но 

[л  =  !  /=1  |л=1  /=1 

(/  =  2ѵ+1,.  .     2ѵ  +  2^— 1), 

где  2^~2^'  удовлетворяют  (9,4'),  а  ѵ,  м  —  аналогичным  нера- 

венствам 

(9,4")  и^1^ѵ^'^и^^,  ,  .^ѵ^^_,^'^и^. 

Из  предыдущей  теоремы   следует,   что  р^—д^^   р^  =  д^^  так  как 
в  противном  случае  р(2ѵ-(-2^— 1)  не  могло  бы  обращаться  в  нуль. 
Заметим,  что  при  т^  =  г/^  равенства  (9,13)  сводятся  к  равенствам 

к—\  к  к-\  к 

1—2  /=2 

27)  Из  ЭТОЙ  теоремы  следует,  что  при  Р\<^д\,  РкКЯщ'^  к~\  -\-Ър  =  ЪЧ 
система  (9,3)  не  может  иметь  решений  вида  (9,4). 
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где  теореме  б  эти  равенства  могут  выполняться  только 

в  случае  тождества.  Итак,  при  і^-=и^  равенства  (9,13)  выполняются 
только  как  тождества. 

Обозначим  через  К  ту  часть  пространства  (і,  т),  лежащую  в  угле 
(9,4'),  координаты  точек  которой  удовлетворяют  соотношениям  (9,13) 
при  добавочном  условии  т-^^и^.  Л',  очевидно,  является  замкнутым  много- 
образием. Покажем,  что  К  состоит  только  из  таких  точек,  для  кото- 
рых (9,13)  вырождаются  в  тождества.  Для  этого  рассмотрим  функцию 
р(2ѵ  +  2^  — 1)  при  связях  р(У)=0  (у^ 2ѵ  +  1, . , . ,  2ѵ  +  2^  — 2)  и 
добавочном  условии  т^^^г^.  Достаточно  доказать,  что  при  указанных 
условиях  р  (2ѵ-|-2^ —  І)  всегда  неотрицательно,  причем  обращение  в  нуль 
имеет  место  только  в  случае  вырождения  связей  в  тождества. 

Как  всегда,  наложим  ограничение  1  ^    ^    ^  . . .  ^    =  — 1. 

Для  экстремальных  и  граничных  значений  связи  либо  вырождаются 
в  тождества,  либо  принимают  вид 

к   к  

2ІР/т/=  (/^2ѵ+1,  ...,2ѵ  +  2^-»^2), 

1=^1  /=1 

где  2р  =  2^'  одно  из  значений  і  или  и  может  быть  равно  нулю,  и 

Для  доказательства  неотрицательности  экстремальных  значений 
р(2ѵ-\-2к- — 1)  рассмотрим  функцию 

р(2ѵ-[-2^  —  1,  е)=РіТі         4-  .  .  .  +/7^„іід,^і  ^^(р^^^е)Тк 
при  связях 

_  к  - 

(9,14)  ~р.т{+  .,,+{р^+е)7и~~^дійІ  (/  =  2ѵ+ 1,  .  .    2ѵ  +  2^»^2) 

и  условии  \=т^^и^.  Все  экстремумы  и  граничные  значения  этой 
функции  неотрицательны.  Действительно,  эти  значения  соответствуют 
либо  случаям,  когда  среди  т,  и  имеется  не  более  2к — 1  различных 
значений,  либо  случаям,  когда      стремится  к  — оо. 

Если  стремится  к  —  оо,  то,  разделив  (9,14)  на  соответствующие 
степени  1т^|,  придем  к  связям 

к 

р^гі-^  ...  +  (Рк-\-^)'^к^^Ч^\и    т^  =  -=1. 

Неравенство  ^  іг^  переходит  здеср  в  0^а\.  Так  как  сумма  коэфи- 
циентов  при  т'  —  нецелое  число,  то  0]>>и^^ 

Я,т?'^^*-'  +  .  . .  +(р,  +  з)тГ+^*-'  -2  >  0. 

И  р(2ѵ-|-2/г — 1,  з)  при  — >  —  оо  стремится  к  4-^- 

Если  среди  т,  и  меньше  2к — 1  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля, 
то  связи  (9,14)  вырождаются  в  тождества  (это  возможно  только  при 
т^  =  0).  Если  среди  т,  и  ровно  2^—1  отличны  друг  от  друга  и  от 
единицы,  то  имеются  две  возможности: 


149 


1.  среди  т  имеется  к  различных,  среди  и  имеется  ^—-1  различных. 

2.  Среди  т  имеется  к—Х  различных,  среди  м  имеется  ^  различных. 
Так  как  в  первом  случае  і^^м^,  то  согласно  лемме  б  соответствую- 
щее значение  р(2ѵ-4-2^ — 1,  е)  положительно. 

Второй  случай  возможен  только  тогда,  когда  обращается  в  нуль  одна 
из  величин  .  . . ,  Ту^,  так  как  в  противном  случае  сумма  коэфициентов 
при  к — 1  параметрах  і  была  бы  больше  суммы  коэфициентов  при  к 
параметрах  а,  что  противоречит  лемме  4;  но  тогда  общее  число  различ- 
ных между  собой  параметров  равно  2^. 

Итак,  при  указанных  условиях  р  (2ѵ-|- 2^—- 1,  е)  всегда  неотрица- 
тельно и  обращается  в  нуль  только  в  тривиальных  случаях  тождества. 
Заставляя  6  стремиться  к  нулю  и  переходя  к  пределу,  закончим  так  же, 
как  в  теореме  4. 

Утверждение  относительно  функций  р(2Ѵ"1-2^ — 1)  при  связях 
р(у)  — О  и  условии  I^^^г^  полностью  доказано,  и  многообразие  /С  со- 
стоит только  из  таких  точек,  для  которых  равенства  (9,13)  могут  вы- 
полняться тоіько  как  тождества. 

Так  как  параметры  т,  і,  ѵ,  и  входят  в  условие  теоремы  симметрично, 
то  это  свойство  имеет  место  и  при  условии  ^  й^,  и  теорема  полно- 
стью доказана. 

Можно  также  доказать  следующую  теорему,  которая  в  дальнейшем 
не  нужна,  и  доказательство  которой  я  поэтому  опускаю: 

Теорема.  Пусть  а  —  положительные,  аз  — ■  произвольные  веществен- 
ные постоянные.  Система 

аУ^-\-  . , .  -(-аХ  =  '^і    (/==:2ѵ+  1,  . .  .,2ѵ-|-/г) 

может  иметь  самое  большее  одно  решение ,  удовлетворяющее  неравен- 
ствам 

Так  как  в  §  5  показано,  что  каждая  точка  низа  0^(8^^^^,  . .  ^у^^чА.чк) 
допускает  представление  вида  (4,6),  (4,7),  то  из  только  что  доказанной 
теоремы  следует,  что  со  всякой  прямой,  параллельной  оси  ^з^^за;'  "^^з 

либо  совсем  не  пересекается,  либо  пересекается  в  одной  точке,  и 
что,  обратно,  всякая  точка  вида  (4,6),  (4,7)  принадлежит  низу  О^,  Это- 
му можно  дать  следующую  аналитическую  формулировку: 

Теорема  \0.  Из  равенств 

т 

(9,15)  р(0=А^1+^',  +  ---+/'Х--2<=° 

(/  =  2ѵ4-1,  ...,2ѵ4-2;^— 1), 

где  і,  X  удовлетворяют  обычным  неравенствам  , А)  и  р  — целые  по- 
ложительные числа,  удовлетворяющие  условию  к —  1  -і^^р^т,  сле- 
дует 

р(2ѵ  +  2^Х0. 

Равенство  может  иметь  место  только  тогда,  когда  (9,15)  вырожда- 
ются в  тождества. 
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Так  как  все  свойства  квазидискриминантных  поверхностей,  которыми 
мы  пользовались  при  доказательствах,  опираясь  на  предположение  индук- 
ции, имеют  место  в  пространстве  (^а;^-!'  ^2к^  ("^^»  ^'^^  в  §  2  было  ска- 
зано относительно  (^р  ^о),  очевидно,  верно  для  любого  (8^^_^,  ^чк^)^ 
все  утверждения  о  свойствах  квазидискриминантных  поверхностей  в  любом 
пространстве  (^д^^р  •  •  -        полностью  доказаны. 

§  10.  Однозначность  канонического  представления.  В  §  5  было  дока- 
зано, что  единственные  возможные  границы  многообразия  —  это 
поверхности  и  ^^+р  и  отсюда  в  силу  связности  замкнутого  много- 
образия Л^^і— Л^  +  Л^  делался  вывод,  что  ^^^^  ^  А^^^— А^-\~  О^, 

Обе  поверхности  О^^і  и  принадлежат  Я'^+р  и  О^^^  безусловно 
является  частью  границы  ^^^^і-  Если  бы  не  принадлежало  целиком 
границе  ^^^^+і,  то  многообразие  ^,^+1  совпадало  бы  с  многообразием 
^т+і-  Действительно,  допустим,  что    некоторая  точка  Р  поверхности 

является  внутренней  точкой  для  ^^+і  и  некоторая  внутренняя  точка 
Р'  многообразия  не  принадлежит  Й^^і-  Соединим  точки  Р  и  Р' 
кривой,  лежащей  целиком,  за  исключением  конца  Р,  внутри  Л^'^^),  На 
этой  кривой  должна  находиться  хотя  бы  одна  граничная  точка  много- 
образия но  это  противоречит  тому,  что  единственные  возможные 
границы  —  это  и  О^^і^  Итак,  чтобы  доказать,  что  служит  ча- 
стью границы,  достаточно  показать  невозможность  равенства  Й^^і  =^^+1- 
Докажем  это  отдельно  для  пространств  нечетного  и  четного  чисел  измерений, 

I.  Рассмотрим  ту  часть  Л  (^з^^р  -  •  • ,  ^2ѵ+2;ь4.і)'   координаты  точек  ко- 

т 

торой  представляются  в  виде  з.  =  ^  й^,  где  все  параметры  и  неотри- 
цательны. 

Каноническое  представление  в  пространстве  (^2ѵ+і'  -  - «^2^+2^+1)  имеет 
либо  вид  (4,4),  либо  вид  (4,5), 

Докажем,  что  если  параметры  канонического  представления  удовле- 
творяют условиям  (4,4),  то  из  равенств 

к  к  т 

(ЮЛ)         ?('•)= 2';+ а'  +■  2  р.^;  ~  2  "I = о 

следует 

р(2ѵ  +  2^+1)>0, 

и  знак  равенства  возможен  только  в  случае  тождества. 

Так  как  все  и  положительны,  то  тоже  положительно,  а  при  за- 
крепленном значении  і^^  например,  ^^  =  1,  ограничено  по  абсолютному 
значению.  Определим  знак  всех  экстремальных  и  граничных  значений 
р  (2ѵ -[- 2^ 1 )  при  связях  (10,1)  и  добавочных  условиях,  что  все  и 


28)  Если   Р' (-5')  —  внутренняя,  а   Я  (5)  ~  произвольная  точка         н  5^  — 
т  т 

"2"'/'  2"н-»       непрерывно  меняя  параметры  и!  так,  чтобы  между 

н.=і  1^=1 

ними  все  время  было  не  менее  п  различных  между  собой  и  чтобы  они  в  конце 
концов  совпали  с  м,  получим  нужную  кривую. 
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неотрицательны  и  =  Так  как  |Тд.|  ограничен,  то  обычным  путем- 
найдем,  что  среди  параметров,  отвечающих  какому-либо  экстремальному 
или  граничному  значению  функции  р  {2у -\- 2к -\- \),  не  более  2к-\~\ 
отличных  друг  от  друга  и  от  нуля  29).  Если  число  таких  параметров 
меньше  2к-\-\,  то  соответствующие  связи  (10,1)  сводятся  к  тождествам. 
Если  число  параметров,  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля,  равно  2к~\-\, 
то  имеются  две  возможности:  1)  среди  а,  т  содержится  к-{-\  отлич- 
ных друг  от  друга  и  от  нуля,  а  среди  и  содержится  к  отличных  друг 
от  друга  и  от  нуля;  2)  среди  а,  т  содержится  к  отличных  друг  от 
друга  и  от  нуля,  а  среди  и  содержится  к-\-\  отличных  друг  от  друга 
и  от  нуля. 

Во  втором  случае,  согласно  лемме  4,  сумма  коэфициентов  при  остав- 
шихся а,  т  должна  быть  меньше  суммы  коэфициентов  при  оставшихся  и. 
Отсюда  следует,  что  некоторые  из  параметров  а,  т  обращаются  в 
нуль;  но,  как  видно  из  (4,4),  точки,  для  которых  некоторые  из  этих  па- 
раметров обращаются  в  нуль,  принадлежат  верху  0^{8^^^^,  •  •  • ' '^2ѵ+2А;+і)- 
Так  как  число  параметров  и  не  превосходит  то  соответствующее  зна- 
чение р  (2ѵ  2^ 1 )  положительно.  С  другой  стороны,  так  как  среди 
и  имеется  к-\- 1  различных  положительных  величин,  а  среди  а,  т  —  толь- 
ко к  различных,  то,  как  это  было  показано  при  доказательстве  леммы  б, 
р  (2ѵ-(- 2^ связях  (10,1)  должно  быть  отрицательно.  Из  этого 
противоречия  видно,  что  второй  случай  невозможен. 

В  первом  случае  среди  а,  т  имеется  к'\'\  отличных  друг  от  друга 
и  от  нуля;  но  легко  заметить,  что  когда  среди  параметров,  удовлетворя- 
ющих (4,4),  имеется  только  кА;-\  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля, 
то  либо  точка,  координаты  которой  представляются  с  помощью  степен- 
ных сумм  этих  параметров,  принадлежит  верху  От' (^^-.^ѵ  -  -  -  ^ 
где  т  ~  сумма  коэфициентов  при  оставшихся  параметрах  а,  т,  либо 
все  оставшиеся  параметры  положительны  ^^).  Так  как  по  лемме  4  боль- 
ше, чем  сумма  коэфициентов  при  оставшихся  значениях  параметров  и, 
то  в  обоих  случаях  соответствующие  значения  р  (2ѵ  -|-  2/г  -|-  1 )  положительны. 

Итак,  все  экстремальные  и  граничные  значения  функции  р  (2^-\-2к-\-  1) 
неотрицательны,  причем  обращение  в  нуль  имеет  место  только  при  то- 
ждестве. Это  доказывает  утверждение. 

Если  бы  параметры  удовлетворяли  не  (4,4),  а  (4,5),  то  совершенно 
аналогично  было  бы  доказано,  что  при  сохранении  всех  остальных  ус- 
ловий р  (2ѵ-{- 2^ 1)  ^  О,  и  обращение  в  нуль  достигается  только  при 
тождестве. 

П.  Прэстранство.  (^2,^1,  .  .  .  ,^2ѵ+2;&)- 

Ход  рассуждений  разнится  от  предыдущего  только  в  некоторых  ча- 
стностях. Опять  рассмотрим  ту  часть  многообразия  ^гп^^і^-^ѵ  -  -  ^г^+чі)^ 
координаты  точек  которой  представимы  с  помощью  степенных  сумм  не- 
отрицательных параметров. 

Параметры  канонического  представления  в  пространстве  (^з^^р  .  .  ,  ,'?2ѵ+2/%) 
удовлетворяют  либо  условиям  (4,11),  либо  условиям  (4,10). 


29)  Нуль  здесь  играет  особую  роль,  так  как  все  и  неотрицательны  и  в  (4,4) 

30)  Можно  легко  показать,  что  второе  предположение  невозможно. 
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А.  Докажем,  что  если  параметры  удовлетворяют  условиям  (4,11),  то 
из  связей 

к  к—\  т 

(10.2)  ?(')  =  2  ^^  +  а'+2  <  =  0 

(/  =  2ѵ+1,  .  .  .,2ѵ  +  2^~-1;  ^^^р  =  т) 

при  дополнительном  условии,  что  все  гг^О,  следует  р  (2ѵ -]- 2^)  ^  О,  и 
обращение  в  нуль  возможно  только  при  тождестве. 

Так  как  все  а  неотрицательны,  то  >  О,  и  при  фиксированном  зна- 
чении например,  ^^  =  1,  все  параметры  ограничены  по  абсолютному 
значению.  Как  и  выше,  найдем,  что  достаточно  исследовать  значения 
р(2ѵ-|-2^),  когда  среди  а,  т,  и  имеется  не  более  2к  отличных  друг 
от  друга  и  от  нуля.  Если  таких  параметров  имеется  меньше  2/г,  то  свя- 
зи (10,2)  обращаются  в  тождества,  и  соответствующие  значения  р(2ѵ4-2А!) 
равны  нулю.  В  силу  лемм  1  и  4  мыслимы  следующие  случаи: 

1)  среди  і,  а,  т  имеется  кА^\  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля, 
среди  и  —  всего  к  —  1 ; 

2)  среди  а,  т  имеется  к  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля,  и 
среди  и  имеется  к  различных; 

3)  среди  і,  а,  т  имеется  к — 1  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля, 
среди  й  имеется  к  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля. 

1.  В  этом  случае  непосредственно  видно  (см,  стр,  135),  что  соответ- 
ствующее значение  р(2ѵ-(-2^)  положительно. 

2.  В  этом  случае  связи  (10,2)  должны  принять  вид 

А;  _   _  ^  _  „ 

(10.3)  «.■  =  2р,т;=2  (г  =  2ѵ4-1,  •..,2ѵ4-2А-1), 

где  один  из  коэфициентов  р  равен  единице,  и  поэтому  точка  (5^.)  при- 
надлежит (52,^^1,  52,,^2/с~і)' ^•^^ДО^^'г^-^ьно,  равенства  (10,3)  могут 
иметь  место  только  при  2/^  ^2^'  тогда,  согласно  лемме  3, 
р(2ѵ+2^)>0. 

3.  В  этом  случае  (10,2)  принимают  вид 

Так  как  при  положительных  и  форма  2  ^2ѵ' і  +  г+Л-^У  ие  вырождается, 

то  этот  случай  вообще  невозможен.  Утверждение  А  целиком  доказано. 

Б.  Пусть  параметры  а,  т  удовлетворяют  условию  (4,10).  Докажем, 
что  если  все  ^  О,  то  из  связей  р  (/)  =  О  ^і)  следует  р  (2ѵ  -|-  2к)  ^  О,  при- 
чем обращение  в  нуль  возможно  только  в  случае  тождества.  Опять  до- 
статочно исследовать  р  (2ѵ  -|-  2/г),  когда  среди  і,  а,  т,  и  всего  2к  от- 


31)  Эти  связи  имеют  вид 

к—\  к  т 

(/=:2ѵ-|-1,...,2ѵ  + 2/^—1;  к--  \  -\-^р-=т). 


,  личных  друг  от  друга  и  от  нуля.  Имеются   только   три  возможности, 
перечисленные  в  пункте  А. 

1.  В  этом  случае  связи  должны  принять  вид 

(10.4)  ^,  =  2  >Р,<  =  Е  9,4     (г  =  2ѵ4-1,  ...,2ѵ  +  2й-1). 

В  силу  теоремы  9  все  промежуточные  р  отличны  от  единицы;  но  так' 
как  т  подчиняются  условиям  (4,10),  то  это  может  быть  только  тогда, 
когда    все  і    положительны;    однако    при    положительных  т  форма 

2  '^2ѵ+і+/+Л"^/       вырождается,  и  связи  (10,4)  не  могут  иметь  места. 

/,/  =  0 

Случай  1)  невозможен. 

2.  Связи  примут  вид  (10,3).  Если  хоть  один  из  параметров  т,  а 
обращается  в  нуль,  то  соответствующая  точка  (^гѵ+і'  •  •  • » •^2ѵ+2/%)  принад- 
лежит низу  0^(^2ч+ѵ  •  ' 'у32^^+2к)^  "  поэтому  соответствующее  значе- 
ние р(2ѵ-|-2/г)  отрицательно.  Если  все  і,  т,  а  отличны  от  нуля,  то 
2/?>2<7  и,  согласно  лемме  3,  р  (2ѵ -|- 2^)  <^  0. 

3.  Связи  должны  принять  вид  (10,3),  а  это,  как  было  доказано  выше, 
невозможно. 

Пункт  Б  полностью  доказан,  и,  следовательно,  в  пространстве 
(^2ѵ+і'  •  •  "*^2ѵ4.2^)  ^т-і  і  совпадает  с  Л^^,.  Отсюда  следует,  что 

в  любом  пространстве         принадлежит  границе  и  справедливо 

равенство 

(10.5)  К.і^==^ш.і-^т  +  ^ш^ 

Заметим,  что  если  точка  (5.)  лежит   на         или  то  ее  пред-і 

ставление  в  ^^^.і  определяется  однозначно.  Пусть,  для  определенности, 
п  =  2к~{-1  и  для  точки  (5^),  лежащей  на  /)^,  наше  утверждение  неверно. 
Тогда 

к  к  к-і-І  .  к  „ 

2^;+  2  р^'1-  2       2  І,р=^я 

(/  =  2ѵ+1,  .  .,,2ѵ  +  2^+1), 

где  параметры  і,  і  удовлетворяют  либо  условию  (4,2),  либо  условию: 
(4,3),  а  параметры  и  ~~  либо  условию  (4,4),  либо  условию  (4,5).  Так 
как  среди      т,  и,  ѵ  имеется  не  менее  2к-\-2  различных  между  собой, 

то  равенство 

к  к  к+\  к 

2      2/'Л=  2^^+ 2^.< 

|і=1  1і.=г1 

можно  всегда  так  продолжить,  что  все  і,  т,  и,  ѵ  становятся  различными 
между  собой  и  продолжают  подчиняться  наложенным  на  них  условиям* 
Но  точка 

2^^+  І^Л    (^  =  2ѵ+1  2Ѵ-+-2Й+1), 

у  которой  все  ѵ,  и  различны,  является  внутренней  и  не  может  лежаті 
на  О^, 
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I  Теперь  легьсо  доказать  основную  теорему  работы  —  теорему  однознач- 
[іости  канонического  представления. 

Теорема  П.  Всякая  точка  (^з.+і,  . .  . ,  ^2^^ координаты  которой 
Запускают  представление  в  виде  соответствующих  степенных  сумм 
некоторого  числа  вещественных  параметров^  допускает  каноническое 
чредставлгние,  и  это  каноническое  представление  однозначно  опреде- 
ляется заданием  точки. 

[  Доказательство.  Так  как  всякая  точка,  координаты  которой 
копускают  представление  в  виде  степенных  сумм,  принадлежит  некото- 
рому многообразию  А^^^—А^,  то  соотношение  =  А^^^^  —  ^т~Ь 
\-Ьгц  доказывает  первую  часть  теоремы. 

Допустим,  что  однозначность  канонического  представления  не  имеет 
^еста.  Тогда  должны  существовать  две  такие  системы  параметров  т, 
у,  удовлетворяющих  требованиям,  предъявляемым  к  параметрам  канони- 
ріеского  представления,    и  две  такие  системы  коэфициентов  что 
ровлетворяются  соотношения 

''10  6)    ІІ^І  +  З/^/^І^З^  +  ІІ^Л  (/=^2ѵ  +  1,.,.,2ѵ  +  /2). 

Исследуем  при  этих  связях  и  при  добавочном  условии  І^Іг^І,  [т]^! 
})ункцию 

Пусть  сумма  коэфициентов  при  т  равна  т-\-\.  Формула  (10,5)  пока- 
зывает, что  связи  (10,6)  могут  иметь  место  только  тогда,  когда  сумма 
коэфициентов  при  и  тоже  равна  т-\-\.  Среди  параметров,  отвечаю- 
щих какому-либо  экстремальному  или  граничному  значению  функции 
р(2ѵ-|-'^4"  ^)'  имеется  не  более  /г-|-2  отличных  друг  от  друга  и  от 
нуля.  Рассмотрим  отдельно:  а)  случай  четного  я,  я  =  2^,  б)  случай  нечет- 
ного п,  п  =  2к-\-\. 

а)  п  =  2к.  Имеются  три  возможности:   1)  среди      т  содержится  к 
отличных  друг  от  друга  и  от  нуля,  среди      и  —  не  более  к-\-2\  2)  сре- 
ди     I  содержится  к-^-Х  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля,  среди 
м  —  не  более  к~\-\\  3)  среди  і,  т  содержится  к-\-2  отличных  друг  от 
друга  и  от  нуля,  среди  ѵ,  а  ~  всего  к. 

1.  Если  связи  (10,6)  не  вырождаются  в  тождества,  то  сумма  коэфи- 
циентов при  оставшихся    т  меньше  суммы  коэфициентов  при  оставшихся 

й  и,  значит,  хотя  бы  одно  /  равно  нулю.  Поставим  обратно  на  свои 
места  те  из  параметров  т,  ѵ,  а,  которые  были  равны  друг  другу  и 
взаимно  уничтожались.  Так  как  хотя  бы  одно  і  равно  нулю,  то  точка 

и  одно  из  і  равно  нулю,  принадлежит  ^^г('^2ѵ4і'  •••  ?'^2ѵ+2Д;)'  ^  соответ- 
ствующие связи  (10,6)  могут  иметь  место  только  как  тождества. 

2.  Если  суммы  коэфициентов  при  оставшихся  параметрах  і,  х  ѵі  и 
не  равны  друг  другу,  то  повторяем  приведенное  рассуждение.  Если  эти 
суммы  равны,  то  в  силу  теоремы  6  соответствующие  связи  (10,6)  воз- 
можны только  как  тождества. 
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3.  Ничем  не  отличается  от  1. 

Итак,  во  всех  экстремальных  к  граничных  значениях  р  (2ѵ -[- 2^ -|-  1)  :=0 
Отсюда  следует,  что  при  связях  (10,6)  функция  р  {2у  ~\- 2к \)  равн 
нулю,  а  это  показывает,  что  сами  связи  (10,6)  возможны  только  ка 
тождества. 

б)  п  =  2к-\-\.  Имеются  четыре  возможности:  1)  среди  т  содер 
жится  к  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля,  среди  ѵ,  и  —  не  более  к-\-^ 
2)  среди  I,  т  содержится  к-{-\  отличных  друг  от  друга  и  от  нуля 
среди  а  —  не  более  к-\-2\  3)  и  4)  параметры  т  меняются  ролямі 
с  параметрами  ѵ,  и. 

1.  Точно  так  же,  как  и  в  а1),  доказывается,  что  соответствующи 
связи  (10,6)  вырождаются  в  тождества. 

2.  Связи  (10,6)  должны  принять  вид 

(10.7)  2/',і;=2 

где  один  из  коэфициентов  р  равен  единице.  Соотношения  (10,7)  воз 
можны  только  при  2/^<С2^?  '^^^  точка  (^з.^+р  52^л.2у^+і)  при 
надлежит  .  .  .  ,  «?2ѵ+2>^+і)-  Если  то  хотя  бы  одж 

і  равно  нулю,  и  рассуждение  заканчивается  как  в  а1).  Соответствующи 
связи  вырождаются  в  тождества. 

3  и  4.  Сводятся  к  разобранным  случаям. 

Получаем,  что  и  для  п  =  2к-\-\  из  связей  (10,6)  следует  равенств» 
нулю  функции  р  (2ѵ -|- -Ь  1),  т.  е.  и  в  этом  случае  связи  (10,6)  воз 
можны  только  как  тождества.  Теорема  однозначности  полностью  доказана 

§     11.     Решение  экстремальной  проблемы  для  при  заданны 

'52Ѵ+І5  •  •  •5'?2ѵ+«-  Рассмотрим  .многообразие  А^(8^^,  .  .  .  ,  ^2ѵ+й)-  всяко 
прямой,  параллельной  оси  ^зѵ»  граница  этого  многообразия  либо  совсеі 
не  пересекается,  либо  пересекается  конечное  число  раз.  Следовательнс 
можно  определить  понятие  низа  и  верха  этой  границы  относительн 
оси  б-з^  (см.  сноску  ^)).  Точка  общего  положения  низа  (и  верха)  границі 
имеет  вид 

(11.1)  ^і=Ѣ%^^^^    {/  =  2ѵ,  .  .  .  ,  2ѵ  + л) 

где  2  ^  ^  ^  ^      >  ^2  >  •  •  •  ^  ^л- 

Если  коэфициент  при  каком-нибудь  параметре,  стоящем  на  нечетно 
месте  (см.  §  4),  отличен  от  единицы,  то  соответствующая  точка  (5.3^, 
•••»*^2ѵ+й)'  определяются  из  (11,1),  не  может  принадлежать  низ 

границы. 

В  самом  деле,  пусть  параметр  м^  находится  на  нечетном  месте  и  1 
Рассмотрим  и^,  ...  ,и^^  как  функции  параметра  а,  определяемые  система 

( 1 1 .2)  5; д,и{  4-  .  .  .  +  (^^ -  1 )    +  а^Ч-  Яі^  А,х^  +  •  •  •  +  ^.^І 

(у^-2ѵ+1,  ...  ,2ѵ  +  «). 

Так  как 

йщ 

то  при  достаточно  малом  уменьшении  а 
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11,3)  ■    «1>...>й/>а>  ...>й^,  ащУ-О. 

[усть  =  д^и^  +  .  .  .  +  (^/"  "^)  «Г  +  ^'^'  +  •  •  •  +  ^п^п'  Простое  вычи^- 
іение  (см.  сноску  дает 

ак  как  гг^  стоит  на  нечетном  месте,  то  при  а,  столь  близком  к  г/^,  что 

ыполняется  неравенство  (11,3),  -^>0-  Это  показывает,  что  многооб- 
»азие  содержит  точки  (5^^,  ^з^^і,  .  .  »  ,  '?2ѵ+п)'  первая  координата  кото- 
>ых  меньше  ^з.^  и  сколь  угодно  мало  от  него  отличается.  Предложение 
•оказано. 

Из  этого  предложения  следует,  что  точки  низа  границы  {з.^^,  .  ,  „ 
'  >  ^2.+п)  имеют  вид 

^/==2  ^'  +  2^^'    (/  =  2ѵ,  2ѵ+1,  ...  ,2ѵ  +  ^/), 

де  2  ^^'  ^~  2^°^"^'  ~Ь  •'^ '  •  '  •  5  2ѵ  4-    ~~  каноническое  представление 

очки  (50,^1,  .  .  .  ,  52,^„)  из  Л^(%,+1,  .  .  .  Так  как  каноническое 

іредставление  точки  (^гѵ+і'  •••  однозначно  определяется  заданием 

ітой  точки,  то  со  всякой  прямой,  параллельной  оси  ^2^,  низ  границы 
^^("^2^  •  •  •  '•^2ѵ+й)  пересекается  не  более,  чем  в  одной  точке,  и  если  он 
іересекается  с  этой  прямой,  то  при  любом  т!^т  низ  границы  много- 
)бразия  (•^гѵ  •  •  •  '-^гѵ-ЬАг)  пересекается  с  этой  прямой  в  той  же  самой 
'очке.  Все  это  доказывает  следующую  теорему: 
Теорема  12.  Если 

^/==2^'+ 2^^'    (^"^Зѵ+І,  ...  ,2ѵ  +  я) 

-^каноническое  представление  точки  (^2ѵч-і'  •  •  •  ''^2ѵ+л)  ^ 


любое  другое  представление  точки  (^зѵ+і^  •  •  •  ^^^2»  +  ^)' 

т  ^ 

Дегко  показать,  что  теорема  остается  верной  при  т=^оо. 

§  12.  Тело  і?-продолжаемых  точек.  Решение  задачи  1,  сформули- 
рованной во  введении,  сводится  к  определению  той  части  я-мерного 
пространства  (5^^,  .  .  .  ,  5^),  координаты  точек  которой  представляются 
в  виде  соответствуюш,их  степенных  сумм,  и  к  нахождению  критерия,  по- 
зволяюнхего  узнавать,  принадлежит  ли  заданная  точка  этой  части  простран- 
ства или  нет. 

Условимся  обозначать  указанную  часть  пространства  через  ЛооС-^і,  - 
,  5^.  Пусть  точка  (5^:  .  .  .,  5^^^^)  принадлежит  Аоо[8^,  .  .  .,  5^.  Но 
координаты  представляются  в  виде   степенных  сумм  некоторого  числа 
параметров,  и  точка  должна  принадлежать    некоторому  многообразию 

І57 


^^+1  (^і,  .  .  ^г^^^т-ыі^ѵ  '  •  О  — ^тК'  •  •  •§„)^2).Следовательнс 
задача  2  приводится  к  определению  номера  многообразия  ^(5^,  5^ 
которому  принадлежит  рассматриваемая  точка.  ^ 
В  силу  теоремы  1  тело  Лооі^і,  О  ограничено  цилиндром,  обра 
зующая  которого  параллельна  оси  5^.  Обозначим  этот  цилиндр  череі 
^ссі^іі  Так  как  каждая  точка  тела  Аоо  принадлежит  некото| 

рому  и  заключается  внутри  От+і-»  то  О^о  является  пределом! 
к  которому  стремится  при  т—^оо.  Слово  предел  здесь  надо  пони 
мать  в  том  смысле,  что  к  любой  конечной  части  Лоо  равномерно  стре? 
мятся  части  П^, 

Со  всякой  прямой,  параллельной  оси  5^,  Оооі^і,  •  •  либо  совсе)-! 
не  пересекается,  либо  пересекается  в  двух  точках. 

Так  как  параметрические  уравнения  известны,  то  можно  опредеі 
лить  параметрические  уравнения  О^^.  Дадим  подробный  вывод  эти: 
уравнений  для  низа  Ооо  при  п  =  2к.  Точка  (5^,  ^2^.),  принадлежа 
щая  низу  /)оо,  служит  пределом  последовательности  точек  {8["^\  .  . .  ,  5^^^)^ 
где  точка  с  индексом  т  принадлежит  низу  О^.  Для  каждой  такой  точкі 

(12.1)  з\"'^=рігп)^{т)і_^і{т)Ц^  ^  ^  ,  ^ рѴп)  ^{т)  і       ^  I  ^  .  .  .  ,2^), 

где  ^—14-2^^'^" 

(12.2)  т^'^)  ^  /("^>  ^  т^'"^  ^  . .  .  >       >  х^^^ 

Когда/я— >сх),  то  некоторые  из  коэфициентов р^"^^  становятся  сколь  угоднс 
большими.  Так  как  ^2  —  конечная  величина,  то  соответствующие  этш 
коэфициентам  параметры  т^'^)  стремятся  к  нулю.  ОосС^і?  5^  являетс5^ 
{п — -1)-мерным  образом  и  поэтому  точка  общего  положения  на  не^| 
должна  представляться  с  помощью  п  —  1  параметров.  | 
Для  таких  точек  только  один  коэфициент  р^'"^  может  стремиться  коо  ^з), 
и  соответствующее  параметрическое  представление  имеет  вид 

(12.3)  ^г==р^т,+і^  +  р^x^+...+і^„^+^^,  +  р^^гТ^^г+ 

(12.4)  5, ^р,т[  +  і\  +р,х^  +  . .  „  +        +    +  .  ,  .  +  р^т^^ 

(/  =  2,  3,  ...,/г), 

где  условия  (12,2)  переходят  в  условия 

Ті>/і^Т2^...  >/^„,^0^/^^  ^  ...  ^т^, 
а  а  —  некоторый  новый  параметр,  равный  пределу  р^^'> 

Щ  Определенное  таким  образом  многообразие/?^  совпадает  с  —  ^т-ѵ 
Индекс  т  предполагается  не  меньшим,  чем  л  +  1.  Для  т~п  имеем  1^^-=  А^, 
Ящ  состоит  из  тех  и  только  тех  точек,  для  которых  наименьшее  число  парамет- 
ров, с  помощью  которых  их  координаты  представляются  в  виде  степенных  сумм, 
равно  т. 

33)  Заметим,  что  для  точки  (53,  іі^  представление  (12,4)  является  кано- 
ническим. Так  как  по  теореме  II  точка  (53,...  , 5„)  однозначно  определяет  свое 
каноническое  представление,  то  индекс  при  коэфициенте  р^^^,  стремящемся 
к  оо  вместе  с  т,  должен  быть  одним  и  тем  же  для  всякой  последовательности 
точек  (5^,^\  ...  »<?5/'^^))  стремящейся  к  точке  (^і, .  .  у  8^, 


Точки  поверхности  йоо,  не  допускающие  представления  (12,3),  (12,4), 
образуют  многообразие,  измерение  которого  меньше  п  —  1 .  Всякая  точка 
этого  многообразия  служит  предельной  точкой  для  такой  последователь- 
ности (5^,'"\  . .  .  ,  5(^'^^),  У  которой  несколько  коэфициентов  /7^'^)  стремятся 
к  бесконечности.  Пусть  рі  —  наименьший,  а  рі  -}-  Р  -—  наибольший  среди 
индексов  коэфициентов  р^^\  стремящихся  к  оо.  Так  как  сумма 
^(т)т.(т)2_|_  _  _  _[_р(т)^^(»і)2  стремится  К  некоторому  конечному  пределу 

р2  34^^  то  Р^^'''^^^^^ -\- '  ' ' -^- Р^^^^"^^^^  при  г>2  стремится  к  нулю.  Если 
через  а  обозначить  предел  суммы 

го  точка  (.9, ,  .  .  .  ,  8^  допускает  представление 

(12.5)  ]х=^Рі^і  +  •  • '  +  Ѵ~і  +  ^[^4-р+  •  •  •  + 

(12.6)  ^р,х\ + . . . + +^иЛ'-     + Р^ 

(12.7)  І.^р^':\^, ,  .  +^/^__^  +  /^^^^  +  . .  .  ^^р^х\  (і==3,  4,  . . .  ,  2к), 
где 

Точки  /)ос  (^і,  .  .  . ,  5^  частью  принадлежат  телу  Ло©  (^і,  . .  . , 
частью  не  принадлежат.  Определим  часть  Ооо,  принадлежащую  Лэо- 
Так  как  при  р  — О,  ^==0  формулы  (12,5)  — (12,7)  переходят  в  фор- 
мулы (12,3),  (12,4),  то  мы  будем  пользоваться  формулами  (12,5)  ~— 
(12,7).  2^-— 2р-— 2  последних  соотношений  (12,7)  дают  каноническое 
представление  точки  (^зр^з,  з^^).  По  теореме  12  наименьшее  значе- 
ние функции  ^и^Р'^^  при  связях  ^ц^^з.  (/  =  2р~|-3,  2к)  равно 
■^20+2  (^2,7),  и  это  значение  достигается  только  для  канонического 
представления  точки  {^2о^в^  -  •  -  ■>  ^г)-  Отсюда  следует,  что  телу 
^оо  («^і  ?  •  •  •  1  "^2;^)  принадлежат  те  и  только  те  точки  О^оу  для  которых 
а  и  р  из  (12,5),  (12,6)  равны  нулю  ^^).  Отсюда  следует,  что  измерение 
многообразия  таких  точек  равно  п  —  2,  т.  е.  точка  общего  положения 
на  Ооо  не  принадлежит  Аоо- 

Точно  так  же  проводится  исследование  для  верха  Ооо(<^і,  ^^к) 

и  для  Лоо(^і,  .  .  >?2у^+і)- 

Во  всех  случаях  Лоо('5і  ?  •  •  • »  ^  ('^  >  3)  является  кусочно  аналитиче- 
ской цилиндрической  поверхностью.  Ее  параметрические  уравнения  полу- 
чаются из  параметрических  уравнений  для  0^(3і,  .  .  ^^,  если  счи- 
тать произвольным,  а  в  выражениях  для  {1  —  2,  я)  какой-нибудь 
параметр  х^  или  группу  соседних  параметров  т^,  .  .     т^^^^^  положить  рав- 


34)  Для  точки  (^з,  ...,52/^)  представление  (12,7)  является  каноническим.  То, 
что  по  теореме  12  точка  однозначно  определяет  соответствующее  ей  канониче- 
ское представление,  доказывает,  что  числа  |і,  р,  а,  р  зависят  только  от  точки 
(^і,  .^2;^)  и  не  зависят  от  выбора  последовательности  точек  -'^о^^Ьі 
сходящейся  к  этой  точке. 

85)  Напоминаю,  что  при  р  =  О  р  гоже  равно  нулю. 
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ными  нулю.  Если  исчезает  группа  членов  т^^^,  то  в  выражении 

для  ^2  к  сумме  квадратов  параметров  нужно  прибавить  еще  произвольный 
положительнь'й  параметр  ^2.  Измерение  многообразия  точек,  для  которых 
исчезает  группа  параметров,  равно  п  —  2. 

Эти  уравнения  дают  для  точек  (53,  .  .  .,  каноническое  представле- 
ние, и  поэтому  только  те  точки  Оооі^і,  •  •  •  >  ^п)  принадлежат  Лооіз^,  .  .  . ,  з^), 
для  которых  5і  и  ^2  ТОЧНО  равны  соответственно  сумме  первых  и  сумме 
вторых  степеней  параметров,  дающих  это  каноническое  представление. 

Другими  словами:  точка  поверхности  Ооо  тогда  и  только  тогда  при- 
надлежит телу  Л^,  когда  она  является  общей  для  всех  0^{8^,  з^) 
при  т^Ша^^).  Величина       зависит  от  точки. 

Очевидно,  что  такие  точки  составляют  многообразие  п  —  2  измерений. 

Пусть  (^і ,  .  .  . ,  з^)  —  произвольная  точка  тела  Лоо  .  Если  эта  точка 
не  лежит  на  какой-нибудь  квазидискриминантной  поверхности,  т.  е.,  дру- 
гими словами,  является  внутренней  точкой  некоторого  многообразия 
/^^(5^,  з^),  то  существует  континуум  полиномов  степени  т,  осуще- 
ствляющих /^-продолжаемость  для  точки  (^^,  ...,8^)^'^).  В  частности, 
среди  них  будут  и  полиномы  со  всеми  простыми  корнями.  Если  же 
точка  (^і ,  .  .  . ,  8^)  является'  граничной  для  /^^  и  принадлежит,  следова- 
тельно, О^^  то  существует  только  один  полином  степени  т,  реализующий 
/^-продолжаемость  для  этой  точки.  Это  следует  из  доказанных  в  предыду- 
щих параграфах  экстремальных  свойств  квазидискриминантных  поверхно- 
стей, а  именно  из  того,  что  точка  с  координатами 

т 

3.=  2     (/=1,  . . .,  я), 
1=1 

где  число  параметров  и  не  превосходит  т,  только  тогда  принадлежит  О^, 
когда  правые  части  представляют  параметрические  уравнения  О^. 

Каждая  точка  тела  Лоо  принадлежит  некоторому  /^^^  и  однозначно 
определяет  соответствующее  ей  каноническое  представление.  Полином, 
соответствующий  этому  каноническому  представлению  (т.  е.  такой,  для 
которого  величины,  обратные  параметрам  т,  служат  корнями  кратности, 
равной  коэфициенту  при  соответственном  параметре),  обозначим  через 

Из  сказанного  в  сносках  ц  з4^  следует,  что  когда  точка 
{з\'"\  ...  .з^^"))  стремится  к  некоторой  точке  (^і,  з^  границы  Ооо, 
то  полиномы       {з\'^\  .  .  . ,  3^^^)  равномерно  стремятся  к  пределу,  равному 

где  Р (53,  5^  —  полином,  соответствующий  каноническому  представ- 
лению точки  (53,  з^). 

Те/іу  Лоо  принадлежат  только  те  точки  Ооо?  Для  которых  а  — р  =  0. 
Измерение  многообразия  точек  Ооо,  Для  которых  р  отлично  от  нуля,, 
равно  п  —  2. 

36)  Разные  поверхности        могут  иметь  общие  ребра. 
3?)  Полиномов  степени  меньше  т,  осуществляющих  /^-продолжаемость,  для 
этой  точки  вообще  не  существует;  т  предполагается  большим,  чем.  Аі. 


Это  замечание  в  известной  степени  примыкает  к  теореме  Лагерра  ^^), 
утверждающей,  что  пределом  равномерно  сходящейся  в  сколь  угодно 
малом  круге  |  <г  |  <^  р  последовательности  полиномов,  все  корни  которых 
вещественны,  может  служить  только  целая  функция  типа  1"^,  и  что,  об- 
ратно, всякая  функция  типа  1*  служит  пределом  для  некоторой  равно- 
мерно сходящейся  последовательности  полиномов,  все  корни  которых 
вещественны. 

Целой  функцией  типа  называется  целая  трансцендентная  функция 
вида 


где  у  ^  О,  а  а  и  все  вещественны. 

§  13.  Алгоритм  решения.  Все  определения,  введенные  в  предыдущем 
параграфе,  очевидным  образом  изменяются,  если   вместо  пространства 
(^і,         8^)  оперировать  с  пространством  (з^^^^,  з^. 

Цель  настоящего  параграфа  состоит  в  нахождении  алгоритма,  дающего 
возможность  узнать,  принадлежит  ли  или  не  принадлежит  заданная  точка 
3^^^)  телу  ЛооС»?!,  .«.,  з^.  Если  точка  принадлежит  телу,  то 
алгоритм  даст  также  возможность  найти  соответствующее  ей  каноническое 
представление  и,  следовательно,  даст  номер  многообразия  з^, 
которому  принадлежит  заданная  точка. 

Этот  алгоритм  устанавливается  с  помощью  индукции.  Допустим,  что 
нам  известен  такой  алгоритм  для  пространства  (^з^^^і,  . . .,  з^,  и  покажем, 
как  его  дополнить,  чтобы  он  был  годен  для  пространства  (52^„і,  ,  . з^. 

Если  с  помощью  известного  нам  для  пространства  («^з^+і,  . . . , 
алгоритма  мы  нашли,  что  точка  (^?-!?-*-»  4^^)        принадлежит  телу 
Лоо(52ѵ+і?  •  •      ^л)>  '^^  точка  (4?-!' •  •     '^й^)         может  принадлежать 
телу  Лоо  (^2ѵ-і  ?  •  °  ч  ^г)у  и  вопрос  решен. 

Пусть  точка  (4^)_^_  ^ ,  . . . ,  4^^)  принадлежит  телу  Лоо  (^з.+і ,  « , . ,  5^). 
Определим  ее  каноническое  представление 


причем  в  случае,  когда  имеет  место  равенство,  нужно  потребовать  еще 
выполнения  равенства 


Если  в  (13,2)  имеет  место  знак  равенства  и  (13,3)  выполняется,  то 
точка   (4?_і )  ♦  • 4^^)    принадлежит  многообразию  /^^^-^зѵ— р  •  • » 5  <5„), 

38)  См.,  например,  О.  Р  б  1  у  а,  ОЬег  Апп^Ьешп^  (ііігсЬ  Роіупоте  тіі  Іаиіег 
гееііеп  ^иггеіп,  Неп(1.  (іеі  Сігс.  таі.  Ці  Раіегто,  т.  36  (1913),  стр.  279—295, 


(13,3) 
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или,  более  точно,  всем  В^(з^,^_-^ , . . . ,  т^т^,  где  рйто  сум- 
ме коэфициентов  при  т^^)  в  (13,1),  равно  номеру  того  многообра- 
зия (52,^1,...,  8^,  которому  принадлежит  точка  (^з.^^,  ,  .  . ,  з^). 

Если  точка  тела  Лооіз^^+і-,  •  •  •  ,  принадлежит  его  границе,  то, 
как  было  показано  в  §12,  эта  точка  принадлежит  Лоо  (^д^.^,  . . .,  5^ 
тогда  и  только  тогда,  когда  в  (13,2),  (13,3)  имеет  место  равенство.  Для 
таких  точек  вопрос,  следовательно,  вполне  решен,  и  остается  рассмот- 
реть точки  {з^2Кѵ  •  •  • '  ^^пЬ'  внутренние  для  Л^о  •  •  • »  ^л)-  Таким 
образом  точка  не  может  быть  общей  для  разных  О  (з^^^^,  .  . , ,  з^)  и 
поэтому,  если  (40).,,...,  5(0))  принадлежит  /^^^./^з.^р  . .  . ,  5^,  то  рас- 
стояние р  этой  точки  от          (^зѵ+і,  •  •  • ,        отлично  от  нуля. 

Так  как  О^^і  является  кусочно  алгебраической  поверхностью,  пара- 
метрические уравнения  которой  нам  известны,  то  определение  расстоя- 
ния р  сводится  к  решению  некоторой  системы  уравнений,  которые  легко 
составить. 

Точка  (4^^^, . . . ,  5^)  сферы 

(13,4)  2  {^?^-4'<?' 

/  =  2ѵ+1 


лежит  внутри  Вт+і  и,  следовательно,  принадлежит  Л^+і('^2ѵ+і»  •  °  •  >  ^г)- 

т  +  І 

Легко  найдем,  что  наименьшее  значение  функции  ^  "Р^ 

Зй  2         ~4ѵ-ьі  Р^^"^  Кѵ+і)^^^^^'''^'^'  Следовательно,  когда  {з'.)  удов- 

летворяют  неравенству  (13,4),  то  наименьшее  возможное  значение  для 
таких  4ѵ'  '^'г^  то"^^^  (^ъ  '  •  •      -^я)  принадлежит  (^з,,  .  .  .  ,  з^, 

не  меньше  а^^,  где  ^2^  — (4ѵ+і  і  р)^^^^^^"^^^  (берется  знак,  противополож- 
ный знаку  42+і)'  Обозначим  через  /-2"'  положительную  в  силу  соотно- 
шения (13,2)  величину 

(13.5)  г^^^,іО)_^^^_^^^  ,>0. 

Выберем  натуральное  число  (д^  здесь  играет  роль  числа  т  из 
теоремы  2)  столь  большим,  чтобы 

п 

(13.6)  д\  2  /-4-Ѵ'  <Р'- 


1 


Так  как  при  Ог^р^^г  точка  /  ^(о)  ^д^Г  ^  ѴХ  в  силу  (13,6)  при- 
надлежит         («2ѵ+і>  •  •  •  >       ^  система 


1@3 


при  О^р^г  имеет  решение.  Величины  а  мы  можем  рассматривать  как 
непрерывные  функции   от       которые  при  ^  =  0  становятся  равными 
параметрам        т^^^  (а  одно  и  становится  равным  нулю)  из  (13,1), 
Когда  р  меняется  от  О  до  г,  функция 

«Г+'-'  +  ^^  +  Р^' 

меняется  от 
до  некоторого 

• ■  „'2ѵ  +  .  .  .  4.  аі^^^  +     >     _^  ^2,  >  ^(0). 

Следовательно,  при  каком-то  р,  0<^Р<;г,  будут  иметь  место  равен- 
ства 

Рассмотрим  многообразие  Л^^  (^зѵ»  »  •  •  »  "^я)*  Граніцы  этого 
многообразия  должны  быть  вида  (см.  §11) 

й--2ѵ 

где   2^^^"Ь^і  ~1~  как  для  любой  достаточно  близкой  к 

(4?»  •  •  •  »  "^л^^ )  точки  (именно  для  этого  и  вводится  в  определение  г^^ 
положительная  величина  е)  можно  провести  подобное  рассуждение,  то 
[координаты  любой  точки  представимы  в  виде 

.;=«;'/  + . . .  ^^4- у\  о <  г<г, 

И,  следовательно,  точка  (5^^^  .  ,  .  ,  5^^^))  является  внутренней  точкой  мно- 
гообразия АтЛ.д,+  \  (52„  .  .  .,  8^). 

^  Так  как  вид  всех  возможных  границ  многообразия  Лщ+д^+і  (з^^,  , . , ,  8^ 
известен,  то  мы  можем,  решив  некоторые  системы  уравнений,  определить 
такое  что  -0<^§'^§,  где  §  — расстояние  точки  (5^^\  .  .  .,  8^^))  до 
границы.  Точка  (з'^^ ,  .  .  .  ,  8^  сферы 


(13,7) 


2 

г=2ѵ 


принадлежит  Лт+д^^^і  (^з,,  .  .  8^). 

Наименьшее    и   наибольшее    значения    функции       ^  при 

связи     2    и^^==4ѵ  соответственно  равны 

/         /  \(2ѵ~і)/2ѵ 

^[„г  +  і  +  і)  С^  +  ^І  +  І). 


89)  По  существу  это —  новое  доказательство  теоремы  2. 
и*  І63 


Следовательно,  когда  5'  удовлетворяют  неравенствам  (13,7),  наименьшее 
и  наибольшее  значения  для  таких  52^_і,  что  точка  Цѵ-і'  •  •  •'  ^Р^' 
надлежит  Л^^-^,^.і  (^з^^і ,  5^,   соответственно    не  меньше    и  не 

больше 

/  40)  +  3'  \(2ѵ~і)/2ѵ 
^^'.^.--^[щ^)  (-  +  ^1  +  1). 

Обозначим  через  у^ѵ-і  ^  у2ѵ-і  величины 

-ег' = 4 + 41..  тГ-' = -  «2,-1 + 4?-  ■• 

Выберем  теперь  такое  натуральное  число  ^^'^^ 

п 

Точно  так  же,  как  и  выше,  найдем,  что  при- некотором  а,  Уг^^^Ті 
или  У2  ^  ^  ^  Ті  ^УД^^^  иметь 

4'"  =  «Ц-  •  •  •  4-         +  +     (^йст)'    ('  =  2ѵ-  !,...,«), 

и  следовательно,  точка  (4?_і>  •  •  •  ?  "^і?^)  принадлежит  некоторому 
^т' (52,^1,  .  .  *  ,         где  т  ^т\-д^-\-д^-\~\. 

По  теореме  11  точка  .  .  .,   5^°^)  однозначно  определяет  соот- 

ветствующее ей  каноническое  представление.  Так  как  ^  -|-  4" 
-[-^2+^  известна  некоторая  верхняя  граница  для  коэфициентов 

в  каноническом  представлении,  и  в  силу  однозначной  определенности 
этого  представления  мы  сможем  при  помощи  конечного  числа  испытаний 
определить  его. 

Итак,  предполагая,  что  нам  известен  алгоритм  для  пространства 
(•^24+1»  •  •  •?   О'         дополним    его  до  алгоритма    для  пространства 

Если  теперь  п  —  четное  число,  п  =  2^,  и  нам  известен  алгоритм 
для  пространства  {з^^^і^  ^2^)^  "г^'  проделав  к- — 1  раз  переход  от  про- 
странства (^з^^і,  .  .  .  ,  8^^)  к  пространству  {82^-1,  .  »  .,  ^2^),  мы  придем 
к  алгоритму  для  пространства  (5^^,  .  .  .  ,  ^з^). 

Если  п  —  нечетное,  п  =  2к~\-  \^  то,  отправляясь  от  пространства 
(^2к+1^'  МЫ  придем  к  алгоритму  в  пространстве  (5^^,  .  .  .,  з^^^і). 

Следовательно,  для  полного  решения  вопроса  достаточно  разобрать 
эти  два  случая. 

1.  Пространство  (•?2й-і»  ^2к)' 

Как  было  показано  в  §  1,  необходимое  и  достаточное  условие  того, 
чтобы  точка  (42^1'  4й^)  принадлежала  ЛооС-^зй--!'  ^2к)>  Дается  неравен- 
ством 4й^>0. 

Роль  0,п{^2к~ѵ  ^2к)  играют  кривые 

а  всякая  точка  многообразия  з^^)  имеет  вид 
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Отсюда  следует,  что 


+1. 


Для  того  чтобы  найти  каноническое  представление  точки  (з^^и-ѵ  "^^і)' 
нужно  решить  систему 


2.  Пространство  (^з^^і). 

Каноническим  представлением  в  этом  пространстве  назовем  предста- 


вление 5^о)^^^/(^)2^-*-1.    Многообразие  ^2(^2^5^,   з^и-^і)     Ао.{8^^,,  8^^^^^) 


и  ограничено  кривою  з^^^^і'^^^  ^2Д:+і  =  ^^^^^-  ^^•^"  выполняется  необхо- 
димое условие  8^^^^  ^  і^^^^^,  то  точки  4^+1)  -^^^^т  внутри  А^.  Опре- 
деляем расстояние  от  этой  точки  до  границы  и  действуем,  как  было 
указано  выше. 

Итак,  все  три  задачи,  поставленные  во  введении,  решены. 


40)  Если  целая  часть  от  ■      .   равна  нулю,  то  р  полагается  равным  І. 


где  р  = 


40)  И  0<-<1. 


'2к 


ЗПІ^  ООЕЬООЕЗ  РК0РШЁТЁ8  0Ё8  СООРЬЕЗ  ОЕ  РОNСТЮN§ 

иЫІР0ШІ8АЫТЕ§. 

Раг  Раиі  МопіеІ  (Рагіз). 

1.  Оп  сіоіі  а  М.  РісагсІ  сіез  Шёогётез  гетагдиаЫез  сопсегпапі  Іев 
соиріез  (іе  іопс1:іоп8  тёготогрЬез  ипііогтізапі  ипе  соигЬе  ріапе  а1§•ёЬгі^ие 
йопі  1е  ^епге  езі  зирёгіеиг  а  Гипііёі).  Сез  ргорозШопз  зоп!  апаіо^иез  а 
сеііез  ^иі  зопі  геіаііѵез  аих  іопсііопз  а  ѵаіеигз  ехсерііоппеііез,  таіз 
п'іп1го(іиізеп1  раз  йе  Іеііез  ѵаіеигз.  Аи  сопігаіге,  сез  ѵаіеигз  ехсерііоппеііез 
зЧпІгосІиізепі  (іапз  Іе  саз  сіе  соигЬез  а1§:ёЬгі^ие5  сіе  ^епге  ип  оп  гёго  2). 
Ле  те  ргорозе  (і'іпсіідиег  ісі  диеЦиез  гёзиііаіз  регтеііапі:  (1е  роигзиіѵге 
сеііе  апаіо^іе.  ' 

2.  Зоіепі 

сіеих іопсііопз тёготогрЬез  сіе  Іа]  ѵагіаЫе  сотріехе '^г^сіапз  1е  сегсіе  \2\]<!^І^ 
Ііёез  раг  1а  геіаііоп  аІ^ёЬгідие 

оп  сііі  ^ие  сез  !опсіІопз  ипііогтізепі  1а  геіаііоп  ои  1а  соигЬе  аІ^ёЬгідие 
аиіоиг  йи  роіпі  (а^,  Ь^)  (Зе  сеііе  соигЬе,  ои  епсоге,  ди'еИез  !огтепі  ип 
соиріе  (1е  іопсііопз  ипііогтізапі:  сеііе  геіаііоп.  ЁІаЫіззопз  (і'аЬог(3  ипе 
ргорозіііоп  іопсіатепіаіе  геіаііѵе  аи  зузіёте  сотріехе  Ьгтё  сІ'ип  соиріе 
(Іе  Іопсііопз  ипИогтізапі  ипе  соигЬе  аІ^ёЬгідие  сіе  ^епге  зирёгіеиг  а 
Гипйё: 

Ьа  /атШе  сотріехе  /огтёе  йез  соиріез  йе  /опсііопз  /(г),  §(г) 
ипі/огтізапіг  рот  \г\<^1^г  ипе  тёте  соигЬе  аІ^ёЬгідие  (іе  ^епге  зирё- 
гіеиг  й  ѴипИё  е$і  погтаіе  ^о^8^и*оп  /іхе  Іа  ѵаіеиг  /(0)=:а^. 

Ь*ёдиаііоп 


1)  Ё.  Р  і  с  а  г  4  5иг  ипе  ргорозШоп  сопсегпапі  іез  іопсііопз  ипі{огте8"^(і'ипе 
ѵагіаЫе  Ііёез  раг  ипе  геіаііоп  аІ^ёЬгідие,  Виііеііп  (іез  Зсіепсез  Ма111ёта1і^ие8 
е1  Азі^опот{^ие5,  %е  зёгіе,  1.  VII  (1883),  1-ёге  рагІІе,  рр.  107— 116.  —  Оётоп- 
зігаііоп  сІ'ип  Шёогёте  §ёпёга1  зиг  Іез  іопсііопз  ипІЬгтез  ііёез  раг  ипе  геіаііоп 
аІ^ёЬгІяие,  Асіа  МаІЬетаІіса,  і.  11  (1887),  рр.  1— 12.  —  8иг  іез  соиріез  (іе  {опс- 
ііопз  ипііогтез  {і'ипе  ѵагіаЫе  соггезропсіапі  аих  роіпіз  ё'ипе  соигЪе  а1§ёЬ^І^ие 
(іе  §епге  зирёгіеиге  а  Гипііё,  Кепсіісопіі  (іеі  Сігсоіо  Маіетаіісо  сіі  Раіегто, 
\.  XXXIII  (1912),  рр.  254—258. 

2)  Р  а  и  1  М  о  п  I  е  1,  8иг  Іез  {атіИез  сотріехез  еі  Іеигз  аррИсаііопз,  Асіа 
МаШетаііса,  1.  49  (1926),  рр.  115-161. 
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Ші  соггевропгіге  к  1а  ѵаіеиг  ип  потЬге  ііш  сіе  ѵаіеигз  сіе  у,  11  зиШі 
сіе  топігег  ^ие  1а  {атіИе  сіез  соиріез  (/,  соггезропсіапі:  а  иііе  тёте 
ѵаіеиг  йе  §  езі  погтаіе.  Еп  гёипіззапі  Іез  ІатіИез  погтаіез  соггез- 
роп(іапі  к  сЬадие  ѵаіеиг  Ь^,  оп  оЫіепсіга  ипе  іатіііе  погтаіе  іогтёе  й^ 
іоиз  іез  соиріез  ипііогтізапіз  роиг  іездиеіз /(0)  ^й:^, 

5оіі  сіопс  ипе  іатіИе  сотріехе  ^е  соиріез  (іе  ЬпсИопз  ипііогтек 
(/,  §)  ипііогтізапі  ипе  соигЬе  а1^ёЬгі^ие  йе  ^епге  р  зирёгіеиг  а  ип  еі 
роиг  іездиеііез  /(О)^^^,  ^(0)  =  <^^.  Оп  заіі  ди'і1  ехізіе  ипе  іопсііоп 
и  (х,  у)  ІіоІотогрЬе  еп  іоп\  роіпі  йе  1а  зигіасе  (1е  І^іетапп  соггезропсіапі 
а  Іа  соигЬе  еі  (Іопі  1е  тосіиіе  езі  іпіёгіеиг  а  1'ипііё.  Ьа  іопсііоп 

езі  ЬоІотогрЬе  еп  іоиі  роіпі  сіи  сегсіе  |^1<]/?  еі  ѵёгШе  І'іпё^аШё 

и^(^)|<1. 

Оп  а  сі'аі11еиг5 

Ьа  іатШе  сіез  іопсііопз  а  {г)  соггезропсіап*  к  Іа  ІатіІІе  сотріехе  ^ 
езі  (іопс  погтаіе  сіапз  1е  сегсіе. 

0'аи1ге  рай,  Іез  соогсіоппёез  х,  у  (Лез  роіпіз  сіе  1а  соигЬе  з^ехргітепі 
аи  тоуеп  сіе  іопсііопз  тёгошогрЬез  (Зе  Іа  ѵагіаЫе  и  (іапз  1е  сегсіе 
|м|<^1;  се  50ПІ:  (Іез  іопсііопз  атошогрЬез  с!е  сеШ  ѵагіаЫе:  х(и),  у  (и). 
Тоиіе  зиііе  іпііпіе  (Зе  соиріез  (/,  сіоппе  паіззапсе  к  ипе  зиііе  іпііпіе 
и^(г)  сопѵег^еапі  цпііогшётепі:  роиг  |2:|<^1  ѵегз  а^{г)  еі:  Гоп  а 

Л  (^)  =^  X  К  (^)]'       (^)  =^  К 

оп  еп  (ЗёсІиИ  дие,  аиіоиг  сіе  с11а^ие  роіпі  г,  Іа  зиііе  сіез  соиріез  (Д,  ^^) 
сопѵег^е  ишіогтётепі:  ѵегз  1е  соиріе  (/^,  ^^),  аѵес 

/о(^)  =  -^К(^)]'       (^)  =^  К  (^)]' 

1а  сопѵег^епсе  аиіоиг  (1'ип  рбіе  ёіапі:  сіёііпіе,  сотше  (3'ІіаЬііис1е,  зиг  1а 
зигіасе  сіе  І^іетапп,  іша^е  йи  ріап  сотріехе. 

5і  1е  ^епге  р  (Зе  1а  соигЬе  езі  ё^аі  а  Гипііё,  оп  реиі  ехргітег  Іез 
соогсІоппёез  (Зе  зез  роіпіз  а  Гаісіе  сіе  іопсііопз  е1^ір1і^ие5  х  (и),  у  (и) 
(З'ип  рагатёіге  и  ^иі  рагсоигі  ип  рагаііёіо^гатте  (Зез  рёгіосіез.  8і  1е  соиріе 
(/,  пе  ргепсі  раз  1е  соиріе  сіе  ѵаіеигз  {а,  Ь)  соггезропсіапі  а  и^,  1а 
іопсііоп  а  (г)  (Зёііпіе  ргёсё(3еттеп1:  а(1те1  сотте  ѵаіеигз  ехсерйоппеИез 
іоиз  Іез  роіпіз  соп^гиепіз  а  1а  іатіИе  а  (2:)  езі  аіогз  погтаіе;  оп  еп 
(Зёсіиіі:,  сотте  ріиз  Ьаиі,  ^ие  1а  іатіИе  сотріехе  (/,      езі  погтаіе. 

8і  1е  ^епге  езі  пиі,  х(и),  у  (и)  зопі  (Зез  Іопсііопз  гаііоппеііез  сіе  и 
1огз^ие  1е  роіпі  (/,       пе  раззе  раз  раг  Ігоіз  роіпіз  (Зе  1а  зигіасе  сіе 
Кіетапп  соггезроп(Зап1е  (а,  Ь),  {а',  Ь'),  {а",  Ъ"),  1а  !а!пі11е  сотріехе  (/, 
езі  епсоге  погтаіе. 

3.  Зиррозопз  /7^1;  (Запз  се  саз,  }{х)  езі  ЬоІотогрЬе  сіапз  1е  сегсіе 
кК^Ѳ/?  (0<^Ѳ^1),  Ѳ  (Зёзі^папі  ип  потЬге  іпсіёрепсіапі  сіе  Еп  еііеі, 
Іез  {опсйопз  /^(/)=/Щг')  регтеііепі  (3'ипііогтізег  1а  соигЬе  роиг 
|<г:'1<;і:  еііез  іогтепі  ипе  іатіііе  погтаіе  еі:,  сотте  /^(0)  =  ао  езі  ііііі, 
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се5  іопсііопв  50ПІ  ЬоІотогрЬез  с1ап8  ип  сегсіе  \г'\<СЬ  ^  йот  /(г) 
езі  ЬоІотогрЬе  роиг  \г\<іЫ^^). 

Ьез  {опсііопз  /(г)  вопі  Ьоіотогрііез  еі  !огтепі  ипе  іатіііе  погтаіе 
(Іап8  1е  сегсіе  |2г|<^Ѳ/?:  сотте  еііез  ргеппепі  а  Гогі^пе  1а  ѵаіеиг  й^д, 
еііез  50ПІ  ЬошёеБ  раг  ип  потЬге  Кхе  (іапз  Ьиі:  сегсіе  сопеепігідие  аи 
ргёсёсіепі  (Зе  гауоп  тоіпсіге.  Оопс,  Іез  іопсііопз  /{г)  ипііогтізапі  ипе 
геіаііоп  аІ^ёЬгЦие  сіе  ^епге  зирёгіеиг  а  Гипііё  адтеііепі  ип  Шёогёте  йп 
іуре  сіе  сеіиі  сіе  М.  ЗсЬойку. 

8оі1:      1е  ргетіег  соейісіепі  сіе  /(г)  сіЧпсІІсе  розіШ  ^т  езі  (ЗШёгепі 

сіе  2ёго.  Вапз  1е  сегсіе  -2  іопсііопз  /(0)  опі  ип  тосіиіе 

пе  (іёраззапі  раз  ип  потЬге  ііхе  й;  оп  еп  (ІёсІиіі 


оп  а  допс  ип  Шёогёте  йа  іуре  (1е  сеіиі  (1е  М.  Ьапйаи,  сотте  Га  топ- 
ігё  М.  Рісагсі  Іогздие  п  =  \, 

Оп  еп  бёййіі.  аиззіШі:  ^ие  1е  гауоп  п'ез!  іатаіз  іп!іпі:  сіеих  іопс- 
ііопз  тёгошогрЬез  сіапз  1е  ріап  пе  реиѵепі  ёіге  Иёез  раг  ипе  геіаііоп 
аІ^ёЬгідие  сіе  ^епге  зирёгіеиг  а  Гипііё.  Сезі  1е  іЬёогёте  (іе  М.  Рі- 
сагд. 

Ріиз  ^ёпёгаіетепі,  оп  реиі  сіётопігег  1а  ргорозіііоп  зиіѵапіе: 

5/  Іа  /атШе  сіе  соиріез  (/,  апі/огтізапі  ипе  геіаііоп  аІ^ёЬгідие 
сіе  ^епге  зарёпеиг  й  Ѵипііё  гСа(ітеі  аисап  соиріе  Іітііе  ве  гёйиізапі  а 
ип  роіпі,  Іе  гауоп      асітеі  ипе  Іітііе  зирёгіеиге  /іпіе. 

Еп  еНе!,  йапз  1е  саз  сопігаіге,  і1  ехізіегаіі  ип  соиріе  ипііогтізапі 
(/^,  ^^)  роиг  іедиеі  зиграззегаіі  Гепііег  п.  Сотте  1а  іатіИе  (/^, 
езі  погтаіе  сіапз  Ьиі:  сегсіе  ііпі,  оп  еп  (іёсіиігаіі  ипе  зиііе  сопѵег§^еап1: 
ипіЬгтётепІ:  сіапз  Ьиі:  сіотаіпе  !іпі  ѵегз  ип  соиріе  ипііогтізапі  (/^, 
іогтё  (Іе  сіеих  іопсііопз  тёготогрЬез  (іапз  к  ріап,  се  диі  езі  ітроззіЫе 
а  тоіпз  ^ие  іез  соеШсіепЬ  сіе  іеигз  сіёѵеіорретепіз  ёе  Тауіог  пе  зоіепі 
пиіз  заи!  1е  ргетіег.  Сеііе  ЬуроШёзе  езі:  к  ге]е1:ег,  саг  1а  зиііе  сопѵег^е- 
гаіі  ѵегз  ип  роіпі  ипі^ие  (а^,  Ь^.  Оопс,  ГЬуроіІіёзе  Іпйіаіе  езі  а  геіеіег 
аиззі  еі  1е  іііёогёте  езі  ёіаЬІі. 

Роиг  /?  =  1,  оп  оЬііепі  Іез  тёт^з  гёзиііаіз  зі  1е  соиріе  асітеі  ип 
роіпі  ехсерііоппеі.  Раг  ехетріе,  оп  реиі  зиррозег  ^(г)  ЬоІотогрЬе.  Роиг 
/7  =  0,  оп  Ыгосіиіга  ігоіз  роіпіз  ехсерііоппеіз;  раг  ехетріе,  оп  реиі:  зир- 
розег /(г)  Ьоіотогрііе  1огз^ие  1а  соигЬе  а  ігоіз  роіпіз  сіізііпсіз  роиг  х  іпііпі. 

Роиг  оЫепіг  сіез  {атіИез  сіе  соиріез  (іе  іопсііопз  ипііогтізапіез  сіопі 
аисипе  Іітііе  пе  зе  гёсіиіі:  к  ип  роіпі,  оп  роигга  зиррозег 


8)С{.  РаиІ  Мопіеі,  5иг  Іез  іатіііез  поггааіез  (1е  іопсііопз  апаIу1і^иез, 
Аппаіез  8сіепШі^ие5  сіе  1'Ёсо1е  Когтаіе  Зирёгіеиге,  зёг.  3,  і.  33  (1916),  рр. 
223—302. 


й'ой 


/(О)--^О'  К=^^о)' 
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а,  а^,      ёіапі  йез  потЬгез  ііхез;  ои 

/(0)-=ао,    Г{а)^а\-^г  О  он  /(«)(а)  =     ф  О, 

а,  й;^,  ёіапі  ііхез;  8і  а  =  0,   оп  геіотЬе  зиг  1е  Шёогёте  йе 

М,  Рісагй. 

[  4.  Коиз  (1ІГ0П5  ^ие  1е  соиріе  (/,  езі  ипіѵаіепі  роііг  |0|<^/?,  зі 
!сЬа^ие  роіпі  (а,  п'ез^  гесоиѵегі  ^и'ипе  іоіз  роиг  сіе  іеііез  ѵаіеигз  <3е  2^. 
Еп  рагіісиііег,  1е  соиріе  зега  ипіѵаіепі  зі  Типе  йез  сіеих  іопсііопз  /ои  ^ 
езі  ипіѵаіепіе;  таіз  сейе  сопсІШоп  п'езі  раз  пёсеззаіге. 

ІІпе  іатіИе  сіе  Іопсііопз   ипіѵаіепіез  роиг  \г\<^Н  езі  ^иа8І  погтаіе 
д'ог(1ге  ип.  И  п'еп  езі  ріиз  сіе  тёте  роиг  ипе  іатШе  сошріехе  іогтёе 
(1е  соиріез   ипіѵаіепіз:  І1   зиШі,   роиг  з'еп   аззигег,   сіе    ргепсіге  роиг 
Іез  /(г)  сіез  іопсііопз  ипіѵаіепіез  еі:  сіе   Іеиг  аззосіег   (іез  іопсііопз 
агЬіігаігез. 

СопзісІёгопз  ипе  іатіИе  (іе  соиріез  (/,  (1е  іопсііопз  ипііогшізапіез 
роиг  ипе  соигЬе  (1е  ^епге  зирёгіеиг  а  Гипііё  еі  зиррозопз  8і 
еі  ф  О  80ПІ  йоппёз,  И  ехізіе  ип  поуаи  ипіѵаіепсе  роиг  Іе  соиріе: 
еп  с1'аиіге5  іегтез,  і1  ехізіе  ип  потЬге  Ѳ^,  іпіёгіеиг  ои  ё^аі  а  ип  еі  іеі 
^ие  сіапз  1е  сегсіе  |0|<^6(),  1е  роіпі  (/,  пе  соиѵге  іатаіз  сіеих  іоіз  ип. 
роіпі  (1е  1а  зигіасе  (іе  Шешапп.  Еп  ейеі,  1а  іатіИе  сіез  Іопсііопз  шёго- 
шогрНез  /{г)  езі  погтаіе  роиг  \г\<^\',  сотте  езНіхе  еі:  поп  пиі,  еііе 
асітеі  ип  поуаи  (1'ипіѵа1епсе  роиг /(^);  сіопс  1е  соиріе  (/,  асітеі  ип 
поуаи  (1'ипіѵа1епсе5  сіопі:  1е  гауоп  п'ез!  раз  іпіёгіеиг  а  сеІиІ  сіи  поуаи 
ргёсёсіепі 

Оп  сіёііпігаіі  (Іе  тёте  Гогсіге  (іе  тиШѵаІепсе  (і'ип  соиріе  (/,  роиг 
г  іпіёгіеиг  к  ип  йотаіпе  (О):  с'езі  1е  потЬге  тахітит  йе  Іоіз  ^ие  1е 
роіпі  (/,  реиі  гесоиѵгіг  ип  роіпі  (а,  Ь)  соггезропдап!  а  ипе  ѵаіеиг  (1е  г 
іпіёгіеиге  аи  сіотаіпе  (О). 

Сопзісіёгопз  ипе  іатіИе  сотріехе  Іогтёе  (1е  соиріез  (1е  Іопсііопз  (/, 
ипііогтізапі  ипе  тёте  геіаііоп  а1§ёЬ^І^ие  сіе  ^епге  зирёгіеиг  а  ип  1огз^ие 
г  аррагііепі  а  ип  (іотаіпе  соппехе  (О),  Заррозопз  дие  сеііе  іатіИе 
п'а(3тейе  аисип  соиріе  Итііе  гёсіиіі^  ип  роіпі  ипі^ие.  Оапз  сез  сопсіі- 
ііопз:  Оапз  іоиі  йотаіпе  (О')  іпіёгіеиг  а  (О),  Іез  соиріез  (/,  опі  ип 
огйге  йе  тиіііѵаіепсе  Ъогпё. 

И  зиШі  (іе  топігег  ди'і1  еп  езі  аіпзІ  аиіоиг  (1е  сііадие  роіпі  іпіё- 
Гіеиг  а  ф),  с'езі-а-(1іге  сіапз  ип  сегсіе  аззег  реііі:  ауапі  се  роіпі  роиг 
сепіге:  саг  оп  роигга  соиѵгіг  (^')  ^  1'аісІе  (1'ип  потЬге  Ііпі  де  сез  сегсіез, 
(1'аргёз  1е  Шёогёте  сіе  ВогеІ-ЬеЬез^ие. 

Ргепопз  раг  ехетріе  х^  =  ^.  8'і1  п'у  аѵаіі  раз  ип  огсіге  {іпі  (1е  шиі- 
ііѵаіепсе  аиіоиг  йе  се  роіпі,  оп  роиггаіі,  диеі  ^ие  зоіі  Гепііег  п,  ігоиѵег 
ип  соиріе  (/^,  сІе  1а  іатіИе  раззапі:  аи  тоіпз  п  іоіз  еп  ип  тёте 
роіпі         М'^))  сіе  1а  соигЬе  роиг  дез  ѵаіеигз  (1е  г  сіопі  1е  тойиіе  езі 

іпіёгіеиг  а  ~ .  Ехігауопз  йе  1а  зиііе  (/^,       ипе  зиііе  рагііеііе  (^^, 

сопѵег^еапі  ипііогтётепі  ѵегз  (/^,  роиг  к  іпііпі.  Раг  ЬуроШёзе,  Типе 
(Іез  іопсііопз  /о,  п'ез*  раз  сопзіапіе:  зоіі  /^.  Аіогз  /^^)  асітеі  а 
Гогі^іпе  ип  сегсіе  сіе  тиШѵаІепсе,  (1'огсіге  рі  раг  ехепіріе.  Оп  реиі  зир- 
розег  дие  1а  зиНе  «("'^)  сопѵег^е  ѵегз  ип  роіпі  ипідие  а  еп  тойіііапі 
сопѵепаЫетепі  Іез  іпсіісез  я^.  Аіогз,  зі  (у)  дёзі^пе  ипе  сігсопіёгепсе  азаех 
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реШе  (Іе  сепіге  оп^іпе,  оп  а 

1   Г  /о(г)сіг 


2^"^  ^(^)  /о(^)~^ 


еі  І1  еп  езі:  сіе  тёте  роиг  Гіпіё^гаіе 

1 


и  (ѵ)  /«/с  (^)  ~  ^«й 


^т  а  роиг  Іітііе  1а  ргетіёге  роиг  к  іпііпі.  Ог  сеіа  сопігесііі  ГІіуроіЬёве 

^ие /п^,  ргеп(і     !оІ5 1а  ѵаіеиг  йгц^  (іапз  1е  сегсіе  (1е  гауоп  ~ .  Еп  рагіісиііег,  вир- 

ро5оп5  ^ие  1а  іатіПе  (/,  §)  асішеііе  а  Гогі§-іпе  ип  ѵесіеиг  (а^,  поп 
пиі.  Оп  роигга  зиррозег,  раг  ехешріе,  дие  ез^  {іхе  еі  сіШёгепІ:  (1е 
2ёго  ои  дие  \а^^\  гезіе  зирёгіеиг  а  ип  потЬге  розіШ:  езі  іоиіоигз 
сопзійёгё  сотше  ііхе.  Оапз  сез  ЬуроіЬёзез,  аисипе  Іішііе  п'ез!  сопзіапіе, 
роиг  ипе  зиііе  сошріехе  (/,  §).  8і  1е  сіошаіпе  (О)  езі  1е  сегсіе  \г  <^1^, 
іі  у  а  ип  ог(Зге  (1е  тиШѵаІепсе  роиг  \.оп\  сегсіе  \г\^Я'  <^Н-  Оп  реиі 
топігег  еп  оиіге  ^и'і1  ехізіе,  аиіоиг  сіе  Гогі^іпе,  сіез  поуаих  сіе  тиіііѵа- 
Іепсе  (і'огс1ге5  к,  к-\-\у,..  И  зиШі  сіе  гаізоппег  сошше  оп  Га  !аі1  роиг 
ёіаЫіг  Гехізіепсе  (1'ип  поуаи  (1'ипіѵа1епсе  1ог5^ие  езі  !іхе  еі  поп! 
пиі. 

Ѵоісі  ипе  арріісаііоп  сіез  гета^^иез  диі  ргёсёйепі:  еп  гетріа^апі 
X  раг  8І  а.  езі  йіШгепІ  (іе  гёго,  еі  г  раг  І^г  оп  реиі  ёсгіге  Іез  !опс- 

ііопз  ипііогтізапіез 

аѵес  І^^І^І.  И  ехізіе  ип  поуаи  І^гІ^Ѳ^  (іапз  1е^ие1  х  еві  ЬоІотогрЬе 
еі  ипіѵа1еп1:е:  оп  а  сіопс  Іез  іпё^аШёз 

2      ,.1^3  ,^  . 


^(п)  ёіапі  ргоЬаЫетепІ:  ё^аі  а  я. 

5.  Зоіі:  (2)  ипе  зигіасе  сіе  Шешапп  а  т  !еиі11еі:з  еі  (5)  ипе  зигіасе 
сіе  Шетапп  сіёсіиііе  йе  1а  ргетіёге  раг  Га(1]опс1:1оп  (іе  поиѵеііез  Іі§пез  (іе 
разза^е:  поиз  (Іігопз  дие  (2)  езі:  ип  поуаи  (Зе  (5)  еі  ^ие  (Іеих  зигіасез 
(5)  (Іёсіиііез  сіе  1а  шёше  зигіасе  (2)  опі  ип  поуаи  сотшип.  А  1а 
зигіасе  сіе  Шешапп  (^)  соггезропсІ  ипе  сіаззе  сіе  соигЬез  а1§ёЬгі^иез; 
зоіі 

Типе  (і'е11ез.  Ое  тёте  а  1а  зигіасе  (2)  соггезропсі  ипе  сіаззе  сіе  соигЬез 
аі^ёЬгідиез  сіопі  Гё^иаііоп 

Ф(л:,  7))  =  0 

гергёзеп1:е  Типе.  Ьа  іопсііоп  а1^ёЬгі^ие  езі  ЬоІотогрЬе  еп  (л:,  у)  еп 
сЬадие  роіпі  йе  (.5)  еі  Ьиі  соиріе  ипііогтізапі  (5)  ипііогшізе  аиззі  Г|. 
II  еп  гёзиііе  ^ие  1а  іатШе  (Іез  іопсііопз  /{г)  іігёез  (1е  соиріез  (/,  §)  ипі- 
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'огтізапі  ипе  сіез  соигЬез  (ѵ^)  Іогте  ипе  Іатіііе  погтаіе  (1ап5  Іез  тёюе§ 
:опс1Шопз  ^ие  1а  іатШе  (Іез  соиріез  (/,  у)  ипііогтізапі  (21).  Оопс: 
Іез  /опсііопз 

ипіі^огтізапі  ипе  йез  зиг/асез  (8)  айтеііапі  ип  тёте  поуаи  йе  §епге 
зирёгіеиг  а  Ѵапііё,  ІогтепЬ,  диапсІ      езі  /іхе^  ипе  ^атіііе  погтаіе. 

Оп  еп  (Іёсіиіі,  роиг  Іез  іопсііопз  /(0)  зегѵапі  а  ипііогтізег  гіез  соигЬез 
а1^ёЬгі^иез  сіе  тёте  поуаи,  сіез  ргорозіііопз  зетЫаЫез  а  сеііез  ^ие  поиз 
аѵопз  гарреіёез  ои  ёІаЫіез  йапз  Іе  саз  (1'ипе  зеиіе  Іопсііоп  а1§^ёЬ^і^ие. 

Ргепопз  еп  рагйсиііег  /{г)  =2,  оп  ѵоіі  дие  1а  іопсііоп 

>^==^  +  ^-^+..-+ 

пе  реиі  асітеііге  ип  сегсіе  сіе  тёготогріііе  (іёраззапі  ипе  сегіаіпе  сопзіап- 
іе  1огз^ие  у  гергёзеп1:е  ипе  соигЬе  аІ^ёЬгідие  (5)  сіопі  1е  поуаи  езі  де 
^епге  зирёгіеиг  а  Гипііё. 


о  РОСТЕ  ТРАНСЦЕНДЕНТНОЙ  ФУНКЦИИ,  ВЫРАЖАЕМОЙ 
В    КОНЕЧНОМ    ВИДЕ  С    ПОМОЩЬЮ  ЭЛЕМЕНТАРНЫХ 
ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ. 

Д.  д.  Мордухай-Болтовской  (Ростов-на-Дону). 

§  1.  В  своей  работе  „О  некоторых  приложениях  аналитической 
теории  диференциальных  уравнений  к  интегрированию  в  конечном  ви- 
де" 1)  я  указываю,  каким  образом  можно  заключать  о  невыражаемости 
решения  у  алгебраического  диференциального  уравнения 

в  конечном  виде,  с  одной  стороны,  получая  особые  точки  у  из  не- 
посредственного исследования  методом  Брио  и  Букэ,  с  другой  стороны, 
определяя  их  из  той  формы,  которая  мной  выведена  для  решения,  вы- 
ражаемого в  конечном  виде  в  квадратурах. 

Но  вместо  типа  особых  точек,  определяемого  разложением  около 
них,  мы  можем  характеризовать  решение  у  уравнения  (I)  ростом  \у\ 
с  возрастанием  2). 

В  некоторых  случаях,  как  мы  ниже  увидим,  характер  роста  \у\ 
определяется  методом  Бутру  и  с  помощью  рассмотрения  формы  для_у, 
определяемой  особыми  точками;  последняя  может  оказаться  другого  ха- 
рактера роста,  что  приводит  к  заключению  о  невыражаемости  в  конеч- 
ном виде. 

В  настоящей  статье  мы  1)  исследуем  рост  функций,  выражаемых 
в  конечном  виде,  причем  подробно  занимаемся  только  функциями  перво- 
го и  второго  классов,  2)  указываем,  в  каких  случаях  мы  должны  отне- 
сти у  в  случае  выражаемости  в  конечном  виде  к  показательному 
типу.  Результаты,  получаемые  для  роста  функции,  выражаемой  в  конеч- 
ном виде,  дают  нам  высшую  границу  для  коэфициентов  голоморфного 
разложения 


1)  Работа  напечатана  в  журнале  Украинской  Академии  наук  за  1937 
Основная  идея  изложена  в  заметке  „Об  одном  приложении  исследований  Брио 
Букэ  к  диференциальным  уравнениям  первого  порядка",  Известия  Варшавског 
Политехнического  института  за  1909  г. 

2)  О  росте  функций  см.   В  о  г  е  1,   Ье^опз  зиг   Іа  Шёопе  (іе  1а  сгоіззапсе 
Рагіз  1910,  а  также  Н.  Парфентьев,  Исследования  по  теории  роста  фун 
ций,  Казань  1910. 
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выражаемого  ѣ  конечном  Ёиде,  ё  то  времй  как  арифметические  свойства, 
вскрываемые  мной  для  а^,  а^,  . ,  «^^'  •  * '  ^  ^^^^  случае,  дают  только 
шзшую  границу. 

§  2.  При  исследовании  роста  функций  первого  класса  мы  будем 
ітти  постепенно  от  более  простых  элементарных  построений  к  более 
ложным.  При  этом,  как  и  в  других  моих  работах,  я  несколько  видоиз- 
еняю  классификацию  Лиувилля  ^),  принимая  за  основные  трансцен- 
дентные построения  (предпочитая  термин  построение  термину  функция) 
е  только 

2)  ^«(-^),    1п  а  (л:), 

'де  а  (лг)  —  трансцендентное  построение  низшего  класса,  но  енде  и 

3)  Ых)-\\ 

'де  \— иррациональное  число,  так  что  неосновное  трансцендентное  по* 
:троение  представляется  в  виде 

де  Ф  —  алгебраическая  функция  от  .основных  трансцендентных  ^-го 
класса 

И  трансцендентных  низших  классов. 

Сейчас  мы  будем  говорить  только  о  трансцендентных  первого  класса, 
так  что  будем  предполагать  а  (х)  алгебраической  функцией.  При  этом 
мы  в  первую  очередь  ограничимся  рациональными  показательными 
построениями 

(4)  %(х) 


{у) 


где  сру,  фу,  ау,  ру  -—  рациональные  функции,  из  которых  первые  две,  ко- 
нечно, можно  предполагать  целыми. 

Рост   рациональных  дробей   легко   определяется.   Для  того  чтобы 

а(х)  =  |^|  возрастало  вместе   с  необходимо,  чтобы  а{х)  имело 

:воим  полюсом  л:  —  оо,  т.  е.  чтобы  степень  (р  (х)  была  выше  вообш,е  на  еди- 
ницу степени  ф  (х) . 

Мы  можем  вообш.е  написать 

Хх) 


[5)  ^иі^< 


Ф(х) 


3)  ЬіоиѵіПе,  Мётоіге  зиг  1а  сІаззШсаііоп  сіез  Ігапзсепсіапііез  еіс,  ^ои^па1  сіе 
ІіоиѵіІІе,  т.  11  (1838),  стр.  523,  и  другие  его  работы  в  СгеПе'з  іоигпаі,  т.  X  (1833), 
[оигпаі  (іе  ГЁсоІе  Роіуіесііпіяие,  т.  XIV  (1833).  Д.  Мордухай-Болтовской, 
Эб  интегрировании  в  конечном  виде  линейных  диференциальных  уравнений, 
ІІЗВ.  Варш.  унив.,  Варшава  1910.  Об  интегрировании  трансцендентных  функ- 
ііий,  там  же,  1912. 
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где  |[^,        некоторые  постоянные  числа  и  |л  =  0.  В  самом  деле, 

так  что 

и  можно  взять 

Переходим  к  основному  показательному  построению 
Полагая 

л:  =  р  (со5  Ѳ  +  г  зіп  Ѳ), 

ХѴ-  =  рі*  (СОЗ  р.Ѳ  +  /  5ІП  д6), 

мы  будем  иметь 

О  (л;)  =  Р  (р  СОЗ  Ѳ,  р  зіп  Ѳ)  4- (Р  СОЗ  Ѳ,  рзіпѲ), 

где  Р  п  ^  ~~  такие  рациональные  функции,  что 

(7)  1ітР=/7,    ^іт^  =  ^, 

р  -»  00  р-ЮО 

ру  д  -—  конечные  числа. 
Далее, 

(8)  У]  =  е^^^Р       "  ^^^"  [соз  (р^^  зіп  }хѲ)  +  і  зіп  (р?^  зіп  ріѲ)]. 

Замечая,  что  на  основании  условий  (7) 

Я=/7(1+5'),  (3==^(1-|-г"), 
где  8',  е"  бесконечно  малы  при  бесконечно  больших  \х\,  получаем 

(9)  I   I  =  е^^^Р   "^"  "'^       -  ^  (I  +  е")    И] . 
Это  выражение  приводит  нас  к  заключению,  что  если 

/?(14-8')С05|ХѲ— ^(1+8")5ІПріѲ>0     и  рі>0, 

то  1 7)1  бесконечно  растет  вместе  с  р  =  |л:|. 
Но  мы  можем  положить 

(1  -|-8')р  =  г(1  +8)  СОЗ  (ср  +  (0), 
(1-+8")^  =  Г(1+8)ЗІП(СР+С0), 

где  8,  0)  бесконечно  малы.  Тогда 

р(\  4-8')  СОЗ  ріѲ  — ^(1  +8")8ІП  ріѲ  =  г(1  +8)С05  (ріѲ  +  Ср  4" 

Возьмем    для  х  прямолинейный  путь,  идущий  от  точки  г 
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ів  угле,  определяемом  неравенствами 
(10)  4^тт<}лО  +  ^  +  6><^^' 

где  к  —  целое  число.  При  удалении  х  по  этому  пути  |  Г|  |  будет,  в  слу- 
чае положительности  р.,  бесконечно  возрастать.  Так  как  со  бесконечно 
мало,  то  неравенство  (10)  можно  заменить  следующим: 

При  таком  условии  имеем 

^^<9^г(\  +8)  С08  (}xО  +  (р4•(о)<^р^ 

где      ^ —  некоторые  положительные  постоянные,  и 

(12)  ^I:I^|^<|7)|<е^|^|^ 

Мы  в  этом  случае  (при  )і>0)  говорим  о  показательном  возра- 
стании первого  класса  и  пользуемся  обозначением 

сгезс  [ех(і)  ]. 

Конечно,  если  путь  берется  в  углах,  отделяющих  углы  (И),  то 
имеем 

(13)  е-^І-^і^' <|Г||<^-Іі^і^ 
и 

Ит  |Г|1  =  0. 

Но  если  л:  =  00  не  является  полюсом        ,  то 


(5о)  ^< 


Ф(д:) 


Если  же  X  ==  оо  —  нулевая  точка  этой  функции,  то 


(5і)  ё\хГ< 


{X) 


ф(х) 

и  возрастание  I   |  в  этом  случае  не  имеет  места: 

(12о)  1<\-Ч\<І- 

§  3.  Теперь  переходим  к  рассмотрению  роста  функций  (4).  С  этой 
целью  прежде  всего  устанавливаем  понятие  о  старшем  члене  построения 

при  движении  х  по  положительной  оси  Ох. 

Прежде  всего,  среди  а/  (лг)  выбирается  рациональная  функция  выс- 
шего порядка  \к.  Но  таких  дробей  может  оказаться  несколько.  Пусть 
это  будут 

(14)  <^,(х)  ^  Л(Д     + Л(_^)^^,хн-"-і  + , , . , 

(15)  Лі^)  =      +  /СС^)    (V  =  -  |л,  -  |х     1 ,  -  [Л  +  2, . . .)« 

т 


Тогда  из  а^(х)  выбираем  ту,  для  і^оторой  имеет  наибольшее  зна- 
чение. Если  же  •  случится,  что  и  таких  функций  {х)  несколько,  то 
выберем  из  них  ту  функцию  Оіи^  (х),  для  которой  В^Д^і  имеет  наи- 
большее значение.  Если  получается  опять  несколько,  то  выбирается  та, 
для  которой  -^^^^2  имеет  наибольшее  значение,  и  т.  д. 

Может  случиться,  что  в  конечном  звене  этого  процесса  получится 
для  5^}  несколько  функций.   Такой   случай  будем    называть  особым. 

Предположим  теперь,  что  в  выражении  (4)  ни  для  числителя,  ни  для, 
знаменателя   не  имеет   места  особый  случай,  отвечающий  пути  по  Ох 
Пусть  а^(х)  и  ^і(х)  —  функции  с  наибольшими   значениями  коэфициеи! 
тов  В,  т.  е.  старшие  члены  числителя  и  знаменателя.  Тогда,  представ* 
ляя  Ѳ  в  форме 

(16)  о  ===  е'"'^''^ "  ^'^^^  ^і^-^)         Уі  (-^)  '  *  °  ' 

Ш)    л   I  Ф2(-У)  М^^-Ш^  I 


видим,  что  возрастание  Ѳ  будет  определяться  только  возрастанием 


В  самом  деле, 

I  ?й  (-У) 


(1)  I 


Цх)  (/<}х), 


где  §  (х)  с  возрастанием  |  х  \  вдоль  Ох  стремится  к  конечной  вели- 
чине. Так  как  это  выражение  имеет  пределом  нуль,  то  получаем 


Фі  {X) 


(1+80<Ѳ< 


{X)  Уі  {X) 

Ых) 


где  в',  з"  -—  бесконечно  малые  величины. 

Далее  замечаем,  что  для  достаточно  больших  \х 


каково  бы  ни  было  ш,  а  также  что 


если 


,а^(х)  —  \ 

Полагая  же  § 

и,  наконец, 
(17) 


,(х)     0І?^.+/  х''--^  +  0'-1;,+і+х  X 
^'—(0,  ^=:^'-]-(о,  получаем 


+ 


,5^  \х\^ 


\х\^ 


-4 


§  I  X 


Теперь  вместо  пути  Ох  направим  х,  как  в  §  2,  по  какой-либо  пря« 
мой,  проходяш.ей  через  начало  координат. 
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Полагая  х  =  р  (сов  Ѳ      зіп  Ѳ),  имеем 

=  ^(^0  (с05  0)(^^)       ^        ^-^^ ) ' 
д;^  (Л^)^  —  рі^/-^^)  {  С08  (|Л0  +  (0(^/^)  +  /  8ІП  (ріб  4-  (о( ^О)  }  . 

Старший  член,  отвечающий  этому  направлению,  определяется  из 
условия 

(18)  1^я<(.е  +  ш<«><^я, 

где  /я  —  целое  число.  Если  |х6 (о(^0  г=  ^^^^^- тт,  то  для  сравнения  сле- 
дует брать  следующую  разность  Л^^^^^~~- А^^^^^,,  и  т.  д. 

Для  каждого  определенного  отдельного  направления  можно  ожидать 
наличия  особого  случая.  Если  особые  случаи  имеют  место  для  всех 
направлений  Ѳ,  то  главные  части  всех  а{х)  должны  совпадать. 

В  самом  деле,  равенство 

Р''І?І?  [^05  Р-^       0)|^^^^      8ІП  ;і6  8ІП  со^^^^^]  —  О 

для  всех  Ѳ  предполагает  г^^)=:0,  т.  е. 

—и-  —ѵ- 

Но  если  особый  случай  имеет  место  для  всех  путей,  то  вместо  не- 
равенства (17)  получим 

(19)  ^  і\хГ""  <^  <е\хГ"\ 

т.  е.  степенное  возрастание,  а  если  р^^==ѵ^,  то 

(20)  ^<Ѳ<^, 

§  4.  Теперь  переходим  к  случаю  ^=^\па(х).  Полагая  а  {х)  —х^Ь  (х) , 
где  О  (х)  имеет  конечный  предел  и  |л>0,  и  полагая 

§  (Х)=Г{\  4-5)  [С08  ((р+(0)+/  8ІП('^  +  (0)]=Г(1        з)  ^ 

имеем 

^  =  ІіІп\х\-{-Іпг{\  ((р  +  (0)  +  |хг6. 

Но  в  силу  условия,  наложенного  на  О  (х),  мы  можем  написать 

(21)  рі1п^'<|л;|=.|1пг(1+а)+/(^  +  (о)+,л/6|<}х1п?, 

откуда 

|Х  1п  I  д:  і  —  |і  1  п  "^' <  I  С  К  р.  1  п  1  л:  1  + |і  1п  / , 

причем  х  =  \х\е^^  возрастает  в  каком  угодно  направлении. 
Если  [х  =  0,  то  неравенства  (21)  заменяются  следующими: 

(22)  1<\^\<8- 
Рассмотрим  теперь  обп;ее  выражение 

(23)  %  \\па.{х)\П\пКх)\К.,[\п^[х)]п 

12  Сборник  Граве  177 


Деля  числитель  и  знаменатель  на  высшую  степень   х,  входящую  в 
получим  ^ 

й  а-  ®1  о.  ®2  , 
Ѳ=х.-  

где 

С^^]  ^     ~  постоянные. 

Но  нетрудно  убедиться  в  том,  что 

© 

Ііт  ^  =  0. 

в  самом  деле,  на  основании  неравенства  (21)  имеем 

{X  {\п^х)Р      Іп^  а{х)  Ш  Цх) . . .      {X  (1п  ^х)р  ^ 

ХП  ^  ХП  ^        ЛГ«  ' 

нѳ,  с  другой  стороны, 

Ііп,  М.^  =  о. 

Яо  [1па(д;)ІР[1пр(д:)]^...[Іпт{х)р' 

и  на  основании  того  же  неравенства  (21)  возрастание  К  будет  опреде, 
ляться  неравенствами 

(24)  ][1|1п^|^|</^<|!1|1п^|х 
Если  же  К  убывает,  то 

кПп^|л:|  |[і|1п^1^{ 

Замечая  далее,  что 

I  ДІ1п^1^|<|л:|- 

при  всяком  сколь  угодно  малом  положительном  (о,  получаем  для  Ѳ  возі 
растание  степенного  характера,  сгезс  [(і^^^^]: 

Но  если  коэфициенты  в  Ѳ  при  1п  постоянные,  раст  будет  только? 
логарифмического  характера,  сгезс  [Іп^і)]: 

(26)  1^(1п^1^|)^<Ѳ<|л(Іпі^|х|)^ 

Впрочем,  и  здесь  возможно  понижение:  конечный  предел  и,  наконец, 
убывание. 

§  5.  Наконец,  возьмем 

0(л:)  =  [а(л:)]^=^^і"«(-^). 

-Полагая 

Х^аА-'  Ы,    X  =  р  (соз  Ѳ  +  і  зіп  Ѳ)     ^е^,    а  (х)  =^х^<й  (х), 

т 


имеем 

^  __  ^й[х1п  р  —      +  а«  -  ^ 

где  I  ^  (х)  I  остается  конечным  при  возрастании 

Если  Ѳ  задать  определенное  значение,  то  ^  с  возрастанием  р  =  |  х  | 
будет  расти  или  убывать,  смотря  по  тому,  будет  ли  а|л>0  или 
й}і<^0,  причем 

(27)  і\хГ<\Ь\<'і\хГ; 
При  )л  =  0  мы  имеем 

1<|Э|<^- 

Следует  отметить,  что  это  верно,  когда  х  идет  по  прямой  Ооо  ; 
если  же  положить  р  =  ф(Ѳ),  т.  е.  направить  х  по  некоторой  кривой, 
то  а]х\пр  —  ]хЬЬ  и  при  а|л>0  может  оказаться  убывающей  функцией. 
Для  этого  достаточно  взять  р  ==ЛѲ,  где  А  выбрано  так,  что  арі  —  АЬ<^0, 

т.  е.  Л<у. 

Для  рациональной  функции  от  ^  с  постоянными  ксшфицивнтами 
имеем 

Член  е^*'"'-^' =  ^"і^^*'" '-^^  мы  берем  старший  (причем  понятие  о  стар- 
шинстве  теперь  уже  не  зависит  от  Ѳ),  т,  е.  такой,  что 

Из  выражения  (28)  можем  рост  в;  охарактеризовать  следующим 
образом: 

(29)  і\х\^<\^\<'і\х\^. 
При  ^і=іг)і  имеем  ^<С|^|<С^- 

Если  коэфициенты  непостоянны,  то,  представляя  |  л:  [-^  в  виде  е^^^  1^1, 
мы  можем  повторить  все  наши  рассуждения,  считая  старшим  членом  тот, 
которому  отвечает  наибольшее  5  или  а\і,. 

§  6.  Теперь  переходим  к  выражению 

при  предположении,  что  Ѳу,  Я,-  ~  целые  функции  от 

1пу/(л:)    и  {Ьі(х)ІІ. 

Как  в  §  3,  рост  Ѳ  будет  определяться  только  ростом 

{X)  уі(х) 
Ш  ' 

В  самом  деле,  на  основании  доказанного  выше  мы  имеем 
где  ^(х)^§\х\^,  }х1п(^,  |л:|), 
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Имея  в  виду,  что 


и  что 

Ііт  ^•"^"''%(л:)-=0 


заключаем,  что  третий  множитель  в  (16)  и  здесь  имеет  своим  предело^і 
единицу,  а  первый  при  надлежаще  выбранном  пути  имеет  рост  показа- 
тельного типа,  так  что 

и  только  в  исключительных  случаях  рост  понижается  в  степенной. 

§  7.  Идем  дальше  по  пути  обобщения.  (1][х)  мы  не  обязательней 
должны  считать  рациональной  функцией.  В  наших  выводах  нам  нужнс| 
только  разложение  около  полюса  л:  =  оо: 

^-,^^  +  ^-,.:ЛГ^-'+ •  •  •  Н-'4„  +  4' + 

НО  все  рассуждения  остаются  в  силе  и  в  случае  полюса-разветвлениі 
с  разложением 

Мы  получаем  рост  тоже  показательного  типа,  определяемый  не- 
равенствами 

(17,)  е^і^і-^^^кіѲК^^'"'". 

Конечно,  то  же  относится  и  к  аргументам  логарифмических  и  сте| 
пенных  функций. 

Но  для  того  чтобы  охватить  самый  общий  случай  построение 
первого  класса,  следует  рассмотреть      определяемое  уравнением 

(31)  1--\-А,  (х)г«-і  -1-  . . .  +  Л^.г)^а 

где  А-  (х)  —  построение  уже  рассмотренного  рационального  относительна 
трансцендентных  типа. 

Мы  докажем,  что  если  в  Л.  (х)  входят  показательные  функции,  то 
2  будет  вообще  показательного  роста,  который  может  опуститься  до 
степенного;  если  А-(х)  построено  с  помощью  степенных  функций, 
то  рост  —  степенной;  в  том  же  случае,  когда  входят  только  логарифми- 
ческие функции,  рост  —  логарифмический. 

Предположим  сперва,  что  существует  один  член  А^с,'^~^\  удовлетво^ 
ряющий  условию 

где  к  отлично  от  у. 
Тогда 

_      г         ^    л  ^п-'к- 
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и  рост,  завися  только  от  первых  множителей,  характеризуется  неравен- 
ствами 

е&"''|$|«-/<|5|«</'^''|5|«4 
откуда 

Т.  е.  для  ^  рост  показательного  типа  (17). 
Если  же 

Л,-  [х)  'фЧ 

где  /  ограничено,  то  уже  из  этого  условия  имеем 

/|Л^(^)і|аі''-*<|Л;(д;)||$|«-/<7|Л,(х)||ЕГ-*, 

ЧТО  дает  в  итоге  тот  же  результат.  / 

§  8.  Самое  важное  из  всего  полученного —  то,  что  если  дана  функ- 
ция трансцендентных  первого  класса  (согласно  измененной  лиувил- 
левской  классификации),  то  возрастание  показательного  типа  может 
быть  только  при  наличии  в  построении  показательных  основных 
построений. 

Если  мы,  исследуя  рост  определяемого  алгебраическим  диферен- 
циальным  уравнением 

0)  /(^,  ^^,  У)  =  0, 

обнаружим  для  некоторых  путей  рост  показательного  типа,  то  в  случае 
выражаемости  у  в  конечном  виде  с  помощью  элементарных  трансцен- 
дентных мы  не  сможем  у  отнести  ни  к  алгебраическому  типу,  ни  к  типу 
логарифмическому,  т.  е.  не  сможем  отнести  к  типу 

(32)  3/=:П(лг,  С  +  ^)' 
где  П  означает  алгебраическую  функцию  от  х  и 

(33)  ?  =  «>о+Іі\1пХ,-. 

причем  )..  —  постоянные,  а  (о^,  —  алгебраические  функции,  но  только 
к  показательному: 

(34)  у  =  \\{х,  аЩ, 
где 

(35)  9=-^"^(Хо)'"(Хі)''--.(Х>- 

Отрицательный  результат  относительно  разрешимости  уравнения  (1) 
в  конечном  виде  мы  получим,  если  исследования  по  методу  Брио 
и  Букэ  укажут,  что  в  силу  наличия  логарифмической  точки  то  же  зна- 
чение у  должно  быть  отнесено  к  логарифмическому  типу  (32). 
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§  9.  Теперь  нам  следует  обратиться  к  исследованию  Бутру  роста 
функции,  определяемой  алгебраическим  диференциальным  уравнением, 
причем  для  наших  целей  достаточно  весьма  немногое:  только  то,  что 
относится  к  случаю  показательного  роста.  Этот  случай,  как  показывает 
Бутру,  имеет  место  для  уравнения  типа 

где  а^,      —  полиномы,  причем  степень       не  ниже  степени  а^. 

Мы  ни  в  коем  случае  не  можем  ограничиться  ссылкой  на  работу 
Бутру,  так  как  нам  необходимы  результаты  в  более  общем  виде,  а  именно 
в  том  случае,  когда  у  является  алгебраической  функцией  общего  вида 
от  (л:,  у). 

Случай,  отвечающий  показательному  росту,  будет  характеризоваться 
следующими  условиями: 

Если  (1)  представляется  в  виде 

(37)  /,(х,  у)у""-^/,  (X,  у)у''"-^+  . . .  у)  =  0, 

где  /і{х,  у)  —  полиномы  от  {х,  у)  и       —  степень  /^{х,  у),  так  что 

(38)  4(х,  у)  =  А^^»^^Рп,-\.Аі:"^^^^уРш~1+. . .  , 

то,  обозначая  через  {х,  у)  степень  (р  (л:,  у)  относительно  у,  через 

§ср  (х)  —  степень  ш  (х)  относительно  х,  мы  будем  иметь  эти  условия 
в  следующем  виде: 

(39)  ^Ап-іі^^  У)  =  Ш^^  У^-^'^ 

(40)  М^^\^>ЬЛ^\^ 

Неравенство  (31)  мы  можем  написать  в  виде 


(41)  •  у_7і/&І^Х, 

где  X  =  С08  О)  -|-  /  5ІП  (О,   /  X  =  ср  (л;)  —  функция,   модуль   которой  изме- 
няется в  конечных  границах. 
Полагаем  теперь 

(42)  у^иѵ, 
где 

(43)  и=е'^  -Р^'  . 

Рост  ер  (х)  —     .  ^  будет  степенного  типа.  Рост  и  показательного  тип 

-Ро 

будет  характеризоваться  неравенствами 

(44)  +  '  <|«|<.71-1^'*+'  , 

4)  Воиігоих,  Ье^опз.  зиг  Іез  {опсііопз  сіё^іпіез  раг  1е§  ё^иа1іоп5  сІШёге 
Ііеііез  (іи  ргетіег  огсіге,  СЬар.  II,  р.  39.  Рагіз  1908. 
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5СЛИ 


—  Рк  —  Ро 


Из  (41)  и  (42)  получаем 


(45)  \ѵ'\<: 
Замечая  далее,  что 


(р  (д:)  //  {X,  у)  —и'ѵ  ,/'/о  (х,  у) 


«  //о  (X,  у) 

/о  (^,  У)  =         У"  +  ^^'р.  +  1       -'+•••  . 


—  Рк 


+  ■•• 


ПО  подстановке  этих  выражений  в  (45)  мы  получаем  в  числителе  стар- 
шим членом 


Л(0), 


Если  ЬА^2}^^^^  ^а,  то  рост  числителя  X  в  ѵ^=:~  определяется  неравен- 
ством 

(46)  |>.|<>?кІ'І>'І''«'*ѴИ^. 

Будем  теперь  определять  низшую  границу  знаменателя  [х: 

А  именно,  ввиду  (44) 

\\і\>Іі\у\Р''^^ѴТл%~\еІ.\^і'-'^^'  \у\. 


Предположим,  что 

(47) 

тогда 


и  в  силу  (46)  и  (47) 


\у\>\х\': 


^\>!^\x\'\у\р'|''/\А^1\^, 


Отсюда  нахѳдим,  интегрируя  левую  часть: 
(48)  \'  \ѵ'\а?-:>\<{  ѵа?\  =  ѵ-ѵ,; 

ДЛЯ  правой  части  при  достаточно  больших  |л:|  имеем 
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так  как 

где  (О  —  сколь  угодно  малая  величина. 

Произведя  интегрирование  в  (48),    мы  на   основании   (47)  получим 

(50)  '  |^~~г;,|<|е-^1ро|-^/^  +  ' — ^-^ІРоІ^^/^  +  Ч,  ^  I 
где  ^  =  ^—(0. 

Мы  будем  характеризовать  возрастание  только  при  надлежащем  вы-; 
боре  произвольных  постоянных,  входящих  в  ^;,  —  иначе  говоря,  началь- 
ных данных.  А  именно,  мы  выбираем      так,  что 

(51)  1«„!>С+е-*1Р.1^'*+' , 

где  С— постоянное,  не  зависящее  от  х^. 
Заметим  далее,  что 

І^оі  —  І'^— '^о  К  1^1  =  1^  —  ^0  + ^о1<1'^о1  +  1^  —  ^оЬ 
а  так  как 

то 

с<1^1<1ПІ  +  е-Ѵ"'+'. 

Как  отмечает  Бутру,  ограничение  (47)  мы  можем  теперь  снять.  Для] 
начальных  значений  й^,  оно,  конечно,  выполняется,  ибо  при  доста- 
точно больших  \х^\ 

(52)  |«л1>1г>,1е1і-«І^'*  +  '>|Жо|', 
а  также 

Далее,  при  возрастании  |  х  \  неравенство  (52)  может  прекратитьсяі 
раньше  (47),  ибо  всякий  раз,  когда  (47)  имеет  место,  имеет  место 
и  (52).  Но  и  (47)  не  может  прекратиться  раньше  (52),  ибо  при  на- 
личии (52)  имеет  место  и  неравенство  (47).  В  самом  деле,  перемножая 
(44)  и  (52),  получаем 

(53)  1мг;1>С^1і^і^^^+*>|л:1Ѵ 

при  достаточно  больших  \х\. 

Из  (52)  получаем  аналогичной  формы  низшую  границу  и  для  \у\ 
устанавливаем  рост  показательного  типа,  характеризуемый  неравенствами* 

(54)  ^^і^І'  <і\у\<е'^'^\\ 

Таким  образом  при  указанных  в  начале  §  9  условиях  для  уравне-  і 
ний  (1)  мы  в  случае  выражаемости  в  конечном  виде  можем  предполагать 
только  форму  показательного  типа  (54). 

§  10.  Переходим  теперь  к  построениям  второго  класса 

;  1„  1„        (X),  .  .  .:  (Х)]\  [у|'>(^)]4  .  .  .  }, 
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в  которых  а]'^\х),  ^^р{х),  ^^]\х)  —  уже  не  алгебраические  функции,  а  транс- 
цендентные построения  первого  класса. 

Как  и  при  исследованиях  трансцендентных  построений  первого  класса, 

начинаем  с  основного  показательного  построения 

Его  рост  определяется  ростом  трансцендентного  построения  первого 
класса  а^^\х). 

Предположим  рост  а!<^\х)  показательного  типа,  т.  е. 

еК  і■^I^<|а^1)(л:)|<г^И^ 

Тогда 

р!^г!^[С05  ([Д-О  4-  *і>)  4- 1  8Ш  (И  4-  «>)] 

(55)  гр)  =  е'  ^(■^)Й(х), 

где  как  Я(х),  так  и  ^(х)  при  возрастании  |л:|   остается  конечным. 
Мы  можем  также  написать 

^р!^  г  [С05  (И.9  +  (О)  4-  г  8ІП  ({і-Ѳ  +  „        С05  ((.9  +  ш)  р  |  ^оз  [рі^  Г  8ІП  (}Х0  +  0))]  -\- 

-\-  і  5ІП  [р!^  Г  5ІП  (}хѲ  -|-  0))] }  (со5  а  -\-  і  5ІП  а), 

где 

(56)  §  =  рР-/'8іп(іхѲ4-а)-{-а), 

(57)  Г5(2)==:,^^'^^'"^^'  +  "  +  «^«Ѵ(;с), 

причем  Р(лг)  сохраняет  конечное  значение. 

Посмотрим,  при  каких  условиях  гр^  будет  бесконечно  возрастать. 

Это  будет,  если  мы  вместе  с  неравенствами  (18)  будем  еще  посту- 
лировать выполнение  неравенств 


(58)  тт  <  р^  г  8ІП  (|х6  +  0)  +  а)<  тг. 

Мы  удовлетворим  этим  неравенствам,  положив 

(59) 

где 

(60)  •  ^<^<||Й'4, 

(61)  |;-5іп(рі6  +  а)  +  а)|  =  1. 


Задав  Л,  можно  всегда  найти  Ѳ  такое,  чтобы  оно,  удовлетворяя  (18), 
удовлетворяло  бы  и  (61). 

Что  касается  р  —  |  л:  | ,  то  оно  может  принимать  только  значения,  за- 
ключающиеся в  не  примыкающих  друг  к  другу  промежутках. 

Таким  образом  при  выборе  для  х  прямолинейного  пути  движе- 
ние X  будет  скачкообразным, 
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Из  (61)  мы  теперь  получаем 
Замечая,  что 

имеем  возрастание,  характеризуемое  неравенствами 

(62)  «^^'""'<I^р|<е^^«^ 

которое  будет  возрастанием  показательного  типа  второго  класса, 
сгезс  [ех<2)]^ 

Нетрудно  видеть,  что  если  рост  а^*)  (л:)  —  логарифмического  типа,  то 
для        получается  рост  типа  степенного. 

§  11.  Если  в  С^^^  =  1п  а^і^(л:)  предполагать  рост  а^^\х)  типа  степенного, 
то  в  качестве  путей  для  х  мы  можем  брать  любые  прямые,  идущие 
через  начало  координат,  так  как  те  пути,  которые  не  приводят  а^^Цх) 
к  оо,  приводят  его  к  0.  І1па(і)(х)|  и  в  том  и  в  другом  случае  будет 
бесконечно  возрастать,  причем  будет  иметь  рост  степенного  типа, 

сгезс  [сі§-(і^]: 

в  том  же  случае,  когда  а^і^  имеет  степенной  рост,  для  получаем 
рост  логарифмического  типа,  а  если  а^^\х)  имеет  рост  логарифмического 
типа,  то  получаем 

(63)  |)і|1п*[ѵ1п'^|х|]<К(2)|<]рі|1п*[ѵ1іі'^1х|]. 
Замечая,  что  при  \х\  бесконечно  больших 

(II  -  со)1п*  1п'  (8\х\)<\\і\  1п*  [V  1п'  л:  |]  <  (ц  +  (0)  1п*  1п'  ^  |  д:  |, 
где  (О  бесконечно  мало,  приводим  неравенство  (63)  к  следующему: 
(63')  \]>.\\пЧп^'і\x\<:\^^'^)\<\^\\иЧп^^\x\. 

Это  —  рост  логарифмического  типа  второго  класса. 

Для  §^2)  _[д(і)(^;;)]Х  указываем  только  окончательные  результаты  по- 
добного исследования. 

Рост  показательный  для  а^і^  дает  тоже  показательный  рост  для  д^^)^ 
степенной  —  степенной  и,  наконец,  логарифмический  —  логарифмический. 

§  12.  От  основного  трансцендентного  построения  можно  перейти 
к  общим. 

Нам  придется  итти  по  пути,  указанному  в  §  3.  Я  считаю  достаточ- 
ным, отметить,  что  мы  должны  принимать  за  старший  член. 
Вместо  разложения 

2(х)  =  Л_^^^  +  ^-,.,^^-Ч- •  ■  • +'4о  +  7^+ .  •  . 
мы  будем  иметь 

а(х)=л_^г,^.7іу . .  .г,'^'  + . . .  ^л.^е"^  м+л.^.іе-ѵ-п-)^- . . 
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где  Лу  —  уже  не  постоянные,  но  алгебраические  функции  от  х.  В  слу- 
чае построения  второго  класса  Ѳ,  рационального  относительно  основных 
трансцендентных,  рост  Ѳ  будет  определяться  старшим  из  членов 

^арІ^-гсозСіі-Ѳ  +  О))         [рі^/-  ЗІП  (}ХѲ  +  ^)\[^~^^  ЛГ^  +  .  .  .  ]. 

Для   определения   старшего   члена   выбираются    те,    для  которых 
аг  С05  (}і.Ѳ -|-(о)  имеет  наибольшее  значение.  Затем  из  тех,   которые  от- 
вечают этому  требованию,  —  те,  для  которых  ѵ  имеет  наибольшее  значе- 
ние. Наконец,  при  данном  ѵ, — тот,   для  которого   веш,ественная  часть 
лгЧЛ(0^,  -  л <1)^,)  =  рѴ(і*)^Дсо5       +  (0<Ь))  +  /  5ІП  (^Ь  +  (0(И)] 

положительна. 

Следует  заметить,  что  если  это  выражение  обращается  в  нуль  для 
всех  значений,  удовлетворяюнхих  условиям  (60),  (61)  и  (18),  то,  так  как 
эти  условия  определяют  некоторую  непрерывную  область  для  Ѳ,  удов- 
летворяются для  всех  значений  6  и  равенства  г  =  О,  т.  е.  мы  имеем 
совпадение  главных  частей  всех  Л^Д^     -\-  . , , 

В  результате  мы  получаем,  аналогично  тому,  как  в  §  3, 4,  те  же 
типы  роста,  что  для  основных  построений  высшего  класса,  и  в  качестве 
высшего  —  рост  показательного  типа  второго  класса,  который  может  иметь 
место  только  при  наличии  в  Ѳ  основных  построений  второго  класса. 

§  13.  Результат  §8  мы  можем  обобш,ить  и  на  случай,  когда  в  урав- 
нении /(л;,      у')=0  / —  трансцендентная  первого  класса  относительно  х. 

В  этом  случае  в  формулах  (33),  (34)  у  уже  не  алгебраическое, 
а  гипералгебраическое  построение,  причем  в  той  же  области,  в  которой 
построено  /(л:,  у,  у').  Если  в /  входят  основные  трансцендентные  первого 
класса 

К    К    К" -у 

то 

где  (о^,      —  знаки  алгебраических  функций. 

Возрастание  показательного  типа  второго  класса,  конечно,  является 
возможным  только  для  показательного  типа  (34)  в  случае  выражаемости 
у  в  конечном  виде. 

Можно  указать  теперь  случай,  когда  решение  уравнения 

/(х.у,у')  =  0 

должно  наверно  иметь  при  надлежащ.ем  выборе  произвольного  постоян- 
ного и  пути  для  X  рост  показательного  типа  второго  класса. 

Из  условий  (39),  (40)  для  уравнения  (37)  условие  (39)  остается, 
а  условие  (40)  следует  заменить  другим,  а  именно  предполагать  показа- 

тельный   рост  —щ-^  . 
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при  таких  условиях  рассуждениями,  аналогичными  рассуждениям  §  9» 
устанавливаются  неравенства 

(64)  -  ^-^'^'Ѵі;;-1<^-^1^'\ 

§  14.  Мы  не  в  состоянии  уже  из-за  недостатка  места  подробно  про- 
вести рассуждения,  относящиеся  к  трансцендентным  выше  второго  класса. 
Остановимся  только  на  двух  пункт'ах,  которые  могут  представить  главное 
затруднение,  в  то  время  как  все  остальные  проводятся  по  образцу  рас- 
суждений для  трансцендентных  первого  и  второго  классов. 

Прежде  всего  остановимся  на  определении  пути  х  при  определении 
роста  показательного  типа  для  показательного  построения. 

Для  построения  третьего  класса  мы  имеем  вместо  (57)  построение 
в  три  этажа: 

где  Р  сохраняет  конечное  значение, 

(66)  ^  =  р^^гсо8(}хѲ4-(о-[-а), 

(67)  (р===^^р^со5И  +  ^"  +  =')/со5  {[рі^г5іп(рі6  +  (о  +  а)]-]-а'}. 
Условиям 

(18)  -~2— тт<;л6+0)<  ^тг, 

(58)  ^^7г<р^^гсо5(|л6  +  (о  +  а)<^^^7г, 

как  мы  выше  видели,  мы  можем  удовлетворить. 
К  (58)  и  (59)  следует  еш.е  прибавить  условие 

(68)  7т  <  де?^     (р-ѳ  +  о.  +  «)  /  ^оз  [р^  /  зіп  (|хѲ  -|-  со  -|-  а)  +  а']  < 

тт. 

Оно  разлагается  на 

1 


(69)  р_|/іп|4і:ііія&,)Х,    Х  = 


€08  ([х9  -|-  (О  4-  а) ' 


(70)  В<^,<^В, 

(71)  д/5іп[р{^/-5ш(ріѲ  +  со-|-а)4-а']  =  -^. 

Мы  найдем  значения  р,  Ѳ,  удовлетворяющие  поставленным  условиям, 

1)  если  убедимся,  что  можно  найти  такое  Ѳ,  при  котором  удовлетво- 
рены неравенства  (68)  и  равенства  (61)  и  (71);  это  ввиду  произволь- 
ности А  и  В  всегда  возможно; 

2)  если  покажем,  что  всегда  возможно  найти  такое  /,  что 
4/  —  1  4к—1.        4^  -[- 1    .  ^ 

— 2 — пВІ  окажется  между  — ^ — ^  — І — '^^-   Тогда  значение  р 

мол^ем  брать  в  промежутке 
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в  самом  деле,  решая  неравенства 


(72) 

получаем 
(73) 


4к  —  1 

2  і« 


7тЛ<Х1п 


Ак—  1  кА 
2         2  1, 


тг5)< 


4^+1 


тгЛ, 


4й  +  1  ігЛ 


•кВ 


Условия  (70),  (59),  (60)  дают  нам  границы  для  8іп  ()л6 (о -|- а), .  а 
также  для  X:  Х^<^Х<^Х2,  которые  не  зависят  от  /. 

Когда  к  велико,  то  мы  можем  взять  для  соз  (|і6 -[- ^  +  значение, 
близкое  к  единице. 

Нетрудно  убедиться,  что,  начиная  с  некоторого  достаточно  большого 
значения  /,  существуют  целые  значения  /г,  удовлетворяющие  этому  не- 
равенству. 

В  самом  деле,  разность 

4к  +  \кА         Ак—  1  тсЛ         2тікА  /    ^  ^  \ 


2  )ч 


бесконечно  возрастает  вместе  с  к. 

В  случае  трансцендентного  построения  четвертого  класса  мы  совер- 
шенно таким  же  образом  находим  значение  X  так,  чтобы  удовлетворить 
неравенствам 

(74)         ХІП  (^^тгб)  <ѵ1пип  (^^^тгС  )<^^ 

где  /  указанным  выше  способом  определено  в  зависимости  от      и  т.  д. 
Что  касается  выбора  старшего  члена  в  выражении  (^— 1)-го  класса 


служащего  показателем  для  ^  ^^(^)  (трансцендентного  ^-го  класса), 
где  Л1^д._ау_...  представляют  построения  (д  —  2)-го  класса,  то  мы  должны 


искать  тот,  в  котором 


і\3    5 


таков,  что  его  первый  член  является  старшим  в  том  смысле,  как  это 
устанавливается  для  (д  —  2) -го  класса. 

Затруднение  возникает  в  том  случае,  если  разности  между  Й(^'^--2)^ 

отвечающими  равным  старшим  членам,  представляют  трансцендентные 
(д  —  3)-го  класса.  Тогда  следует  перейти  к  рассмотрению  выражений 

и  взять  старшим  тот  ^-і),  для  которого  это  выражение  является 
старшим  (т.  е.  первый  член  которого  старший). 

Совершенно  ясно,  как  получается  конечный  результат  в  случае  транс- 
цендентых  не  только  третьего,  но  вообще  ^-го  класса. 
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Только  при  наличии  основных  трансцендентных  показательного  ти- 
па ^-го  класса  мы  будем  иметь  рост  показательного  типа,  который  явится 
высшим  типом  и  будет  определяться  неравенствами 

(1Ъ)  е''''  <|Ѳ1<^^'''* 

§  15.  Арифметические  свойства  функций,  которые  разлагаются  в  го- 
ломорфный ряд  с  рациональными  коэфициентами  и  выражаются  с  по- 
мощью  элементарных  трансцендентных  в  конечном  виде,  дают  возмож- 
ность указать  низшую  границу  для  коэфициентов  таких  рядов. 

Если  обозначить  через  \(р)  показатель  делителя  /?,  входящего  в  зна- 
менатель а^  коэфициента  разложения 


(76)  ^  —  а^х  -\-  а^х^  -|-  .  . .  а^x^'  +  .  .  . , 
а  через  р  -—наибольший  простой  делитель,  то 

(77)  Ц^^<'^А 

(78)  ^</Ѵ/, 


где  Л^— конечное  число. 
Тогда 

где  ^—конечное  число,  так  как  число  простых  чисел  не  больше  самого 
числа  /?,  т.  е.  по  (78)  Еп. 
Таким  образом 

(79)  І««і>-Ь> 

и  разложение  (76),  не  удовлетворяющее  этому  условию,  например 

ми  в  коем  случае  не  может  выражаться  в  конечном  виде. 

§  16.  Замечательно,  что  изучение  роста  функций  приводит  к  уста- 
новлению высшей  границы  для  коэфициентов. 

Мы  предполагаем  разложение  (76)  таким,  что 

(81)  *  1іш~і:,  =  оо, 

п  -^оо  \ап\ 

т.  е. 

(81')  Ііт  ^/Ы  =  0, 

П-і-ОО 

ИНЫМИ  словами,  что  у  —  целая  функция. 
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Для  того  чтобы  разложение  (76)  представляло  функцию,  выражае- 
мую в  конечном  виде,  необходимо,  чтобы 

(82)  К1<;^, 

где  р  ~  высшая  граница  для  модуля  функции,  получаемая  из  наших 
исследований. 

Найдем  наименьшее  значение  А  для  Тогда  мы  сможем  написать 
неравенство 

(83)  К\<А. 

На  основании  наших  исследований  можем  написать 


гт  М 

Приравнивая*  производную  от  —  нулю,  получаем 

р 


сі)'(р)  р 


(о(р) 


откуда  и  определяется  р. 
Далее, 


(о^р)  ==:ех(^)  (р!^)  ех(^  "    (р^)  .  .  .  ехС'  (р'^)  |ір^  -  ^ , 
^)  =  ех(^-0(рр.)  . . .  ех<П(р^)|і5^-~і; 

р^гг^р^.^  будет  определяться  из  уравнения 

ех(^"-0  (р!^)  .  .  .  ех(і)  (р^)  рір^^^:  я. 
Без  сомнения,  р,  определяемое  уравнением 

(84)  ех(^"'^(р!^)=/г, 

будет  больше  р^,  и  так  как  при  р  =  ро  мы  имеелі  минимум,  то   мы  бу- 
дем иметь  для  —  большее  значение. 
Но  уравнение  (84)  нам  дает 

р 

и  в  силу  (80),  замечая,  что 

0)(р)^^ех(^-5)(р^^)^^«^ 

мы  получаем 

(85)  К1< 


Функция,  удовлетворяющая  (81),  но  не  удовлетворяющая  (85),  не 
может  быть  выражена  в  конечном  виде  с  помощью  элементарных  транс- 
цендентных. 
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Таково  всякое  голоморфное  разложение  (76),  коэфициенты  которого 
удовлетворяют  неравенствам 

(86)  '  ,„<К|<' 

где  а  (я),  і(п)  бесконечно  возрастают  вместе  с  п. 
Условие  (81),  без  сомнения,  выполняется. 

Но  (85)  не  выполняется,  потому  что  при  достаточно  большом  п 

1  еп 


V  {КпГ       V  (Іп.л)" 


о  ПРИМИТИВНЫХ  ГРУППАХ  в  ТРЕХ  ПЕРЕМЕННЫХ. 


В.  в.  Морозов  (Казань). 

1.  Общие  замечания.  Как  известно,  примитивные  группы  в  трех 
переменных  были  перечислены  еще  Ли  (8.  Ьіе,  ТЬеогіе  сіег  Тгапзіогта- 
Ііопз^гирреп,  т.  III,  стр.  122—140,  Ьрг.  1893  или  1930).  В  своей  ра- 
боте Ли  пользовался  геометрическими  соображениями.  В  настоящей 
статье  те  же  результаты  получаются  чисто  алгебраическим  методом,  яв- 
ляющимся дальнейшим  развитием  метода,  примененного  Н.  Г.  Чеботаре- 
вым 1)  к  изучению  примитивных  групп  в  пространстве  двух  измерений. 
В  дальнейшем  я  намерен  решить  эту  задачу  для  многомерных  про- 
странств. 

Рассмотрим  примитивную  группу  в  трех  переменных 

г2  гЗ 

определяемую  инфинитезимальными  операторами 

Предполагая,  что  нулевая  точка  (О,  О,  0)  не  является  особой  точкой 
для  операторов  X,  мы  назовем  порядком  оператора 

где 

наименьшую  степень  разложений  в  ряды  Маклорена.  Известно,  что 
примитивная  группа  в  трех  переменных  содержит  три  независимых  опе- 
ратора нулевого  порядка 

^,.=р,+  ...  (/=1,2,3); 

операторы  же  более  высоких  порядков  образуют  так   называемую  ста- 
ционарную подгруппу.  Нашей  задачей  является  определение  этой  под- 
группы таким  образом,  чтобы  между  ней  и  полной  группой  не  суще- 
ствовало промежуточных  подгрупп  (условие  примитивности). 
Условимся  в  дальнейшем,  рассматривая  какой-либо  оператор 

1)  См.  Н.  Г.  Чеботарев,  „Теория  непрерывных  групп",  §§  18 — 19  (го- 
товится к  печати).  Изложенный  там  метод,  как  легко  убедиться,  применяется 
и  в  нашей  статье  (§  3). 


13   Сборник  Граве 
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ограничиваться  в  нем  для  удобства  рассуждений   членами  низшего  по- 
рядка, отбрасывая  остальные.  В  дальнейшем  мы  увидим,   что  это  огра- 
ничение несущественно. 
Итак,  пусть 

~~  три  независимых  оператора  нулевого  порядка  рассматриваемой  прими 
тивной  группы,  и  пусть 

(предполагается  суммирование  по  а  и  ^  от  1  до  3;  знак  двойного  сум- 
мирования откидывается)  —  один  из  операторов  первого  порядка.  Вводя 
матрицы 

(а  —  индексы  строк,    р  —  индексы  столбцов), 


X 


МЫ  можем  записать  У  в  виде 

после  чего,  производя  преобразование  с  неравным   нулю  определителем 

х^^Ьіх^    (аг=:=  1,2,3), 


или 


полагая 


Х^ХВ, 


мы  легко  получим,  что 


т.  е. 


Р  =  ВР, 

после  чего  имеем 

У=Х(В-ЫВ)Р,  ' 
так  что  после  преобразования  место  матрицы  Л  занимает  преобразован- 
ная матрица 

Ближайшая  задача  заключается  в  преобразовании  матрицы  Л  к  нор- 
мальной форме.  Как  известно,  форма  эта  зависит  от  корней  р.  характе- 
ристического уравнения  матрицы  Л:  - 
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каковые  корни,  называемые  в  дальнейшем  характеристическими  чис- 
лами матрицы  Л,  могут  быть  либо  простыми,  либо  кратными.  Первона- 
чально мы  разберем  второй  случай  и  покажем,  что  для  примитивных 
групп  он  встретиться  не  может,  т.  е.  невозможно,  чтобы  матрицы  всех 
операторов  первого  порядка  примитивной  группы  имели  кратные  харак- 
теристические числа. 

2.  Случай  кратных  корней.  Одна  лемма  из  алгебры  матриц.  Рассма- 
тривая несколько  операторов  первого  порядка,  заданных  матрицами 
Л,^В,  .  .  ,  ,  мы  видим,  что  матрицы 

также  соответствуют  операторам  первого  порядка  нашей  группы.  Пэрвой 
ясно,  второе  же  следует  из  того,  что  если 

то 

Семейство  матриц,  обладающее  тем  свойством,  что  вместе  с  двумя  мат- 
рицами А  м  В  ъ  него  входят  и  любая  линейная  их  комбинация  кА  \кВ, 
и  альтернатор  [АВ],  называется  обычно  лиевским  кольцом  (Ьіеасіаег  І^іп^) 
матриц.  Мы  докажем  следующую  лемму: 

Лемма.  Лиевское  кольцо  матриц  З-го  порядка,  все  матрицы  ко- 
торого имеют  кратные  корни,  непременно  полуприводимо. 

Под  полуприводимостью  кольца  матриц  здесь  понимается  одновре- 
менная полуприводимость  матриц  кольца. 

Действительно,  кольцо  матриц  всегда  имеет  конечный  базис  (т,  е. 
конечное  число  матриц,  линейными  комбинациями  которых  являются  все 
матрицы  кольца),  в  нашем  случае  насчитывающий  не  более  девяти  мат- 
риц. Выбираем  между  всеми  возможными  базисами  максимальный 

Лі,Л2,        Л^  (т<9) 

и  пусть,  как  обычно, 

8(А)=^^^тА:=а\  +  а1^а% 
Л^(Л)=:NогшЛ==:сіеіЛ. 

Мы  можем  предположить,  что  среди  элементов  базиса  найдется  не  более 
одного  элемента  со  следом,  не  равным  нулю.  Действительно,  если 

5(Лі)фО,  ^(Л^ІфО, 

то  преобразование  элемента  базиса  А^ 

А~А-^^А 

дает 
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кроме  того,  среди  элементов  базиса  со  следом,  равным  нулю,  найдется 
не  более  одного  элемента  с  определителем,  не  равным  нулю.  Действи- 
тельно, если 

/Ѵ(Л2)фО,  Л^(Лз)фО, 
то,  выбирая  за  X  один  из  корней  уравнения 

и  производя  новое  преобразование  базиса 
мы  получили  бы 

Разберем  теперь  два  случая: 

1.  Среди  элементов  базиса  найдется  элемент  Лд,  для  которого 

5{Лз)  =  ЛГ{Лз)  =  0, 

Этот  случай  имеет  место  всегда,  если  базис  состоит  более  чем  из  двух 
элементов.  Если  р^,       рз —  характеристические  числа  Л3,  то  вследствие' 

требования  р^^р^  имеем 

т.  е.  все  характеристические  числа  Лд  суть  нули,  и  А^  приводится 
к  одной  из  двух  нормальных  форм 


0 

1 

0 

0 

1 

0 

а) 

0 

0 

0 

/  Ь) 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1.  а).  Лд  приводится  к  виду 


О  1  О 
ООО 
ООО 


Простой  подсчет  показывает,  что  если 
любая  матрица  кольца,  то 


4 
О 

О 


а\  О 
аі  О 


Характеристические  числа  этой  матрицы  суть  а',  — а^,  О,  и  так  как  по 
крайней  мере  два  из  них  совпадают,  то 


О 


для  всех  матриц  кольца. 
Кроме  того,  матрица 


Л +ХЛ, 
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также  имеет  кратные  характеристические  числа  при  любом  X.  Ее  харак 
теристическое  уравнение  имеет  вид 

где  /(р)  означает  левую  часть  характеристического  уравнения  приХ=:=0. 
Составив  его  дискриминант  (что  можно  сделать,  приведя  уравнение  к  нор- 
мальному виду  и  замечая,  что  коэфициент  при  X  при  этом  не  меняется) 
и  потребовав,  чтобы  он  был  равен  нулю  при  всех  значениях  X,  мы  убеж- 
даемся в  том,  что 

Если  ф  О  хотя  бы  для  одной  матрицы,  то  линейная  комбинация  ма- 
триц [ЛдЛ]  и  Лд  приводит  к  матрице 


Альтернируя  Л 4  с  Л,  находим 


0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

О  О  а\ 
О    О      — а1 


откуда  следует,  что  «з  =  0  для  всех  матриц  А.  Таким  образом  для  всех 
матриц  А  либо 

'""2  "-2 


либо 

откуда  следует  полу  приводимость  кольца. 


О, 


0 

1 

0 

приводится  к  виду 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

Последовательно  альтернируя  ее  с  произвольной  матрицей  Л,  найдем 


а\  а\  —  а\ 


Лз  —  [Л3Л3] 


-24  а\- 
0  с 
За]  За^  —  За^ 


2а\ 


3^3 


О  О  Ы\ 

ООО 

ООО 
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Значит,  а1==0.  Действительно,  если  й^^фО  хотя  бы  для  одной  матрицы 
кольца,  то  из  рассмотрения  Л3,  А'^\  А^^  заключаем  о  наличии  в  кольце 
матриц 


и  матрица 


0 

0  1 

0 

1 

0 

0 

0  0 

0 

0  0 

0 

0 

0 

0 

0  1 

0 

0  0 

0 

0 

0 

0 

0.  0 

\ 

1]-- 

(4 

аі)  Л^-~{а]- 

-к)  л, 

о 


О 


должна  иметь  кратные  характеристические  числа  при  любом  X.  Между 
тем  ее  характеристическое  уравнение  напишется,  как  и  ранее,  так: 

/(р)-Х       =  о, 
откуда  в^  =  0.  Обращаясь  снова  к  матрице  ИдЛ]: 


о" 
о 


О 


и  требуя,  чтобы  она  имела  кратные  характеристические  числа,  мы  полу- 
чаем одно  из  условий 


(1) 


ИЗ  которых  следует,  что  а^^=^а^==0.  Действительно,  рассмотрим  матрицу 
А  +  1А^=    ^2  ^І  +  ^ 

3  3 

Ее  характеристическое  уравнение  имеет  вид 

/(Р)  +  X  Ц  +  аІ}?-1  Ц4  +  аІа\)  =  0. 

Способом,  аналогичным  вышеуказанному,  мы  находим,  что  это  уравне- 
ние имеет  кратные  корни  при  всяком  X  только  в  том  случае,  если 

О 


(2) 


аі  +  ^і 


(второе  условие  здесь  не  важно),  а  уравнение  (2)  в  комбинации  с  лю- 
бым из  уравнений  (1)  дает 

а'=а|  =  0. 

Сопоставляя  это  с  равенством  а^  =  0,  видим  снова,  что  кольцо  матриц 
полуприводимо,  более  того,  приводимо  к  треугольному  виду. 

2.  Среди  элементов  базиса  нет  элемента,  для  которого  5  =  Л/'=0. 
В  этом  случае  базис  состоит  из  двух  элементов  А  и  В  (случай  одного 
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элемента  базиса  мы  не  рассматриваем  ввиду  его  простоты),  причем  у  од- 
ного из  этих  элементов,  Б,  след  равен  нулю:  3{В)  =  0,  но  Л^(Б)  ф  0; 
напротив,  5(Л)фО.  Ввиду  этого  характеристическими  числами  Б  можно 
считать  1 ,  1  и  —  2  и  привести  В  к  форме 


1 

6 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

2 

причем  8  может  быть  равно  нулю.  Альтернатор  [АВ]  имеет  след,  рав- 
ный нулю;  следовательно,  он  выражается  только  через  , второй  элемент 
базиса: 

[АВ]==1В, 

Выписывая  подробно  это  матричное  равенство,  мы  получаем 

после  чего  легкий  подсчет  дает  нам  уравнения 

«1=0,    а2  =  0,    а|  =  0,  а3=:0, 

т.  е.  в  этом  случае  матричное  кольцо  вполне  приводимо,  и  лемма  дока- 
зана полностью. 

Возвращаясь  теперь  к  основной  задаче,  допустим,  что  матрицы  всех 
операторов  первого  порядка  данной  группы  имеют  кратные  характеристи- 
ческие числа.  Согласно  доказанной  лемме  лиевское  кольцо  этих  матриц 
будет  полуприводимо  к  одной  из  форм 

г  а' =4  =  0, 

в  первом  случае  и  р^,  во  втором  случае  образуют  со  стабильной 
подгруппой  промежуточную  подгруппу,  и,  следовательно,  рассматриваемая 
группа  не  будет  примитивной. 

3.  Случай  простых  корней.  Этот  случай  легко  исследуется  непосред- 
ственным обобщением  метода,  изложенного  в  указанной  выше  в  под- 
строчном примечании  книге  Н.  Г.  Чеботарева.  Нормальная  форма  мат- 
рицы А  будет  диагональной  матрицей,  и  канонической  формой  рассмот- 
ренного оператора  будет 

где  —  корни  характеристического  уравнения,  и  индекс  суммирования  а 
изменяется  от  1  до  3.  Кроме  Г^,  найдется  хотя  бы  один  оператор  пер- 
вого порядка,  линейно  с  ним  не  связанный; 

иначе  группа  не  была  бы   примитлвной.   Следовательно,   будем  иметь 

(4)  \   .  .  ; 

1  [У^,]=У,  =  К-а^)'Ь1ху^. 
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Рассматривая  эти  равенства  как  уравнения  с  шестью  неизвестными 

(х^рі  в  них  не  входят),  мы  можем  разрешить  их  относительно  этих  не 
известных,  при  условии,  что  определитель 

(5)  '  (афр) 

не  равен  нулю  (здесь  /г  =  1,  2,  .  . . ,  6  —  индекс  строки,  а,  Р  =  1,  2,  3  — 
индекс  столбцов).  Определитель  же  этот,  как  известно,  обращается  в  нуль 
только  в  том  случае,  если  две  из  разностей  —  совпадают,  т.  е., 
подбирая  соответствующую  нумерацию  переменных,  если 

иначе  говоря,  —  если  характеристические  числа  составляют  арифметиче- 
скую прогрессию.  Исследование  этого  случая  мы  отложим  до  следующего 
параграфа. 

Итак,  пусть  определитель  (5)  не  равен  нулю.  Тогда  между  операто- 
рами первого  порядка  нашей  группы  найдутся  операторы 

Ь]х^р^  {іфк), 

а  следовательно,  и  операторы 

(6)  П=^'/'*  ('Ф^)- 

Действительно,  если  бы,  например,  для  всех  операторов  первого  порядка 
имело  место  равенство  ^^=0,  т.  е.  если  бы  х'^р^  не  входило  в  серию  (6), 
то  для  всех  операторов  также  должно  было  бы  быть  или  Ь^  =  0,  или 
^1  =  0  (в  силу  условия  [х^р^,  х^р^]  =  х^р^).  Но  при  выполнении  одного 
из  этих  условий  для  всех  операторов  группы  последняя  не  может  быть 
примитивной,  так  как  в  первом  случае  р^,  во  втором  р^  и  р^  давали  бы 
со  стабильной  группой  промежуточную  подгруппу. 

Итак,  установлено  наличие  операторов  (6)  среди  операторов  первого 
порядка  данной  группы.  Вместе  с  ними  входят  и  операторы 

Если,  кроме  того,  присутствует  хотя  бы  один  независимый  от  них  опе- 
ратор, то  присутствуют  и  все  операторы  х^р^.  Таким  образом  получается 
два  типа  групп: 

Т  и  п  1  с  операторами 


Т  и  п  2  с  операторами 


Рі^  ^'Р^- 
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приступим  теперь  к  исследованию  операторов  высших  порядков.  За- 
метим, что  если 

—  такой  оператор  и  ф  О,  то,  альтернируя  его  последовательно  с  х^р^ 
и  лгѴз'  '^ьі  будем  каждый  раз  повышать  в  степень  за  счет  лг^  и  л:^, 
так  что  в  конце  концов  приведем  его  к  виду 

Допустим,  что  2.  —  оператор  наивысшего  йорядка.  Тогда 
І,^[Х,1\  =  з(х^у-^р,-\-..., 
[2і2]  =  5(^ір-Ѵі  +  ..-, 

и  так  как  5  есть  наивысший  возможный  порядок,  то  2^  —  2^5,  т.  е, 

5<2. 

примитивная  группа  не  содержит  операторов  выше  второго  порядка. 
Пусть  же  один  из  операторов  второго  порядка  приведен  к  канони- 
ческой форме 

^=.(x^)2р^^^а^^x-x^р^    (а=1,  2,  3;  ^^\,  2,  3;  у  =  2,  3) 
(причем  сс\і  =  о}.^^.  Исследуем  коэфициенты  этой  формы.  Имеем 
г,=^[У\г\^~~       р,  +  2а]р х^х^ р^, 

г,  =  [ѵіг,]  =  2аі^{х^)^р^, 

г,  =  [х^р^.  г,\=~2а%(х^)'^р^, 

и  если  а^^Ф^і  то  среди  операторов  второго  порядка  найдется  (х^у^ р.^\  но 
/72,  Ц  ^  2аІ^        х^р,^  -  2  (^і)  Ѵз, 

что  невозможно,  ибо  операторы  третьего  порядка  отсутствуют.  Следова- 
тельно, а|2=  О,  и  вообще 

4^0  (/ф1). 
Далее,  альтернируя  I  трижды  с  К^,  найдем  оператор 

откуда  тем  же  способом  заключаем,  что  а'^^— О,  так  что  всегда 
а^..  =  0    {1=\,  2,  3;  2,  3); 

следовательно,  оператор  за  исключением  первого  члена,  линеен  отно- 
сительно каждого  из  переменных  л;і,  д:^,  х^.  Теперь  составляем  оператор 
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откуда  убеждаемся,  что  а^.  —  О  при  г  ф /г  и  /,  /гф  I,  ибо  в  противном 
случае 

Ѵ*-  г]  =  2аІ^  (^1)2  х?/;^  ^  2 

ЧТО  невозможно;  значит,  вообще 

(/,  ^ф  1), 

и  осталось  исследовать  коэфициенты  вида  а^^^. 
Прежде  всего 

И,  при  ф /,  альтернирование  с  лг^д;  Д^^т  оператор  (л:^)^/?^,,  откуда 
снова 

и  мы  привели  оператор  2,  к  форме 
Здесь  имеем  при  і 

гз==[Г^,      =  — 

[2,,  2]  (^д^  —  а.)  {а^  —  а.  —  1 )  л:'>^, 
[^з,  2]  =     ~ а,)  (а.  -^а,—  \)  (лгі)^  л;^ р., 


откуда  следует 
Наконец, 


2,  ^[К^,  2]^(а-1)(х^)2/7„ 

т.  е.  а=:\,  откуда  следует,  что  канонической  формой  оператора  второго 
порядка  является  форма 

2,  =  {х^)^р,  +  х^х^р^  =  х^х^р^    {^==2,  3;  а==\,  2,  3). 

Вывод  справедлив  для  обоих  найденных  типов  групп. 

Теперь  легко  закончить  исследования  этого  параграфа.  Равенство 

показывает,  что  тип  1  нельзя  расширить  введением  операторов  второго 
порядка.  Напротив,  тип  2  допускает  такое  присоединение,  но  наряду  с  2і 
должны  существовать  операторы 

^2~[^Ь  ^і]  — -^^•^"/^а'    (а— 1    2  3) 
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Совокупностью  этих  трех  операторов  исчерпываются  независимые  опера- 
торы второго  порядка.  В  самом  деле,  для  любого  2,  пользуясь  ими, 
можно  исключить  из  переменную  л;^  так  что  любой  независимый  от 
них  оператор  второго  порядка  можно  привести  к  виду 

1,=^Ь^^х^х^р,-{-а1^^х^х^р^    (а,  ^==1,  2,  3;  у  =  2,  3;  ^,-0). 

Но  тогда 

откуда  следует 

Таким  образом  мы  установили  еще  один  тип  примитивных  групп: 
Т  и  п  3  с  операторами 


Выводы  этого  параграфа  легко  обобщаются  на  случай  п  переменных- 
4.  Случай,    когда   определитель   (5)    обращается  в  нуль.  Осталось 
разобрать  случай,  когда  все  операторы  группы,  не  имеющие  кратных 
корней,  имеют  корни,  расположенные  в  арифметической  прогрессии,  так 
что  определитель  (5)  обращается  в  нуль.  Прежде  всего  мы  имеем  здесь 

так  что  каноническая  форма  оператора  будет 

Гі  =  р  {х^р^  +  лг^Рз  +  х^р^)  -™  А  (х^р,  лгзрз). 
Рассмотрим  теперь  произвольный  оператор 

а     -г  р 

Альтернируя  его  последовательно  четыре  раза  с  Г^,  мы  приходим  к  вы- 
воду о  существовании  в  нашей  группе  операторов 

У^  =  а\х^р^-]г  (^І^^Ру 
Ѵ^=:аІх^р^, 

откуда  сейчас  же  вытекают  условия 

в  противном  случае  хотя  бы  один  из  операторов      4-      или  Уд  -|- 
имел  бы  простые  корни   (характеристические   числа),    не  находящиеся 


2)  Этот  результат,  равно  как  и  каноническая  форма  оператора  второго  по- 
рядка, были  впервые  даны  Ли;  см.  5.  Ь  і  е,  Оез.  АЫіапсіІипяеп,  ВсІ.  V, 
стр.  140—156. 
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в  арифметической  прогрессии.  Но,  как  уже  указано,  невозможно,  чтобы 
для  всех  операторов  примитивной  группы  было 

а^^  ~        О    (/  ф  /г,  /  ф  /,  /  Ф  к), 

или 

О, 

так  как  в  первом  случае  /?-,  во  втором  и  /7^  дают  со  стабильной  под- 
группой промежуточную  подгруппу.  Таким  образом,  если  для  какого- 
либо  из  операторов  имеет  место  а|фО  и  ф  О,  т.  е.  а^  — О,  то  и  для 
всякого  другого  оператора  будет  а^  =  0.  Действительно,  пусть  существует 
еще  оператор 

и  для  него 

=2  а2Х'^р\  -|-  а^х^р^ ;        ~  а{х^р^  -[-  «2-^2/73 ; 

Из  рассмотрения  оператора     +  ^5  заключаем,  что 
и  так  как      ф  О,  то 

Но  если  а|~0,  то  для  оператора  ^2+^2  +^5  опять-таки  следует 

—  1    2   3  л 

т.  е.  «2  =  0.  Итак,  «2  =  0  Для  всякого  оператора.  Однако  тогда  должны, 
вследствие  сделанного  выше  замечания,  найтись  операторы,  для  которых 
«^  ф  О  и  «I  ф  О  и,  следовательно,  «2=^0.  Последнее  равенство  опять-таки 
имеет  место  для  всех  операторов. 

Среди  операторов  первого  порядка  найдутся,  следовательно, 

л:3/72,    л:2/7з,    л:і/7з,  х^р^, 
однако  .  ' 

(хі/73,  х^р^=^х^р^, 

в  противоречие  с  условием  а2__0^  Таким  образом  невозможно,  чтобы 
для  какого-либо  из  операторов  первого  порядка  имело  место 

Таким  образом 

«1^3^  О, 

и  аналогично 

а\а\  =  а. 

Допустим,  что  й^фО.  Тогда  для  всех  операторов  тождественно 
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Но  в  этом  случае  найдутся  операторы,  для  которых 

Пусть  же  V — такой  оператор  (в  случае  необходимости  можно  взять  ли- 
нейную комбинацию  операторов),  что 

В  нем  необходимо  а^  =  0,' и,  следовательно,  можно  положить 
Но  тогда 

В  противоречие  с  равенствами  а^=0.  Следовательно,  а^  =  0,  и  точно 
так  же  а^  =  0,  т.  е.  из  операторов  У  остаются  только  два: 

причем  для  всякого  другого  оператора  У  имеем  У^  =  аУ<^,  У^^^у^^  ибо 
в  противном  случае  нашлись  бы  отдельно  операторы  х^р^  и  х^р^_^  и, 
следовательно, 

[х^р^,  х'^р^]=-х^р^, 

что  невозможно. 
Оператор 

У,-={Уь  Ч  =       (^Ѵі  -  х-^р^)  +  аіаі  (х^р,  -  х^р,) 
не  может  иметь  кратных  корней,  так  как  тогда  оператор 

При  некоторых  значениях  а  имел  бы  простые  корни,  не  находящиеся 
в  арифметической  прогрессии.  Значит,  корни  У^  находятся  в  арифмети- 
ческой прогрессии,  т.  е. 

и  так  как  ни  одно  из  входящих  сюда  а  не  может  быть  нулем  в  силу 
замечания,  сделанного  выше,  то  операторы  (9)  приводятся  к  виду 

х^р^  +  кх^р^,    Гз  =  х^р^  +  ~  х^р^, 

причем  преобразование  растяжения  х^==кх^  позволяет  привести'  их 
к  окончательной  форме 

У,  =  х'^р,  +  х^р,,    У,  =  х^р^  +  х^р,. 

Замечая,  что  [Кд,  У^]  =  х^р^ — ^^Р^і  мы  можем  установить  еще  два  типа 
примитивных  групп  с  операторами  не  выше  первого  порядка: 
Тип  4: 

РіГ  х^р^—х%,    х2/71+х^2,  л:^2+-^^/^з- 
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Т  и  п  5: 

Входящие  сюда  операторы  первого  порядка  мы  занумеруем  так: 

Для  операторов  второго  порядка  можно  было  бы  развить  теорию, 
аналогичную  изложенной  в  §  3,  но  можно  сконструировать  их  и  простым 
алгебраическим  счетом.  Именно,  взяв  оператор 

1==ау^х^р^ 

и  потребовав,  чтобы  его  альтернаторы  с  /?|,  р^,  р^  линейным  образом 
выражались  через  преобразования  (10): 

[р,.,2]  =  Х,.Г,  +  |л,Г,+ѵ,Гз  +  а,.К,    (г  =  1,  2,  3),  - 

МЫ  приходим  к  системе  27  уравнений  с  30  неизвестными,  которая 
чрезвычайно  легко  решается  и  дает  нам  операторы 

2,     2  (^і)Ѵі  +  2x1^2^,  +  (^2)Ѵз, 

^2       (^^т  +  2X2^^2  +  2  (^^)  Ѵз^ 

,  г,  =^  2х^х^р,  +  (2x1x3  +  (х2)2)  р^  4-  ^хЧ^р^, 

причем  (Гі,  2г)===2з,  (Гі,  7з)==::22,  (^2.  ^з)  и  для  а^фО. 

Таким  образом  группа  типа  4  не  может  быть  расширена  введением 
операторов  высшего  порядка;  напротив,  группа  типа  5  допускает  такое 
расширение. 

Операторы  третьего  порядка  существовать,  как  и  ранее,  не  могут. 
Это  можно  подтвердить  и  алгебраически,  взяв  оператор 

и  потребовав,  чтобы  его  альтернаторы  с  р.  выражались  через  операторы 
(10),  что  сейчас  же  дает  а^р^  =  0.   Таким   образом   мы  устанавливаем 
существование  последнего  типа  примитивных  групп: 
Тип  6: 


Рп    ^'^Рі  +  ^^Р2^     ^^Рч  +  -^'/^3' 
ХІ/?і  —  ЛГ^Рз,      Х^р^  +  х2/?2  +  Х^р^, 

2  (хЦ'^р,  +  2х^х^р^  +  (х2)2;7з,    (А:2)2рі  +  2x2^3/72  +  2  (л:8)2/7з, 
2;с1л;2;?1  +  (2x1^3  +  (х2)2)  р2  +  2л:2л:3/?з. 


5.  Исследование  полученных  типов  групп.  Нам  предстоит  еще  по- 
казать,  что  преобразованием  переменных  действительно,  можно  добиться 
исчезновения  в  полученных  операторах  членов  высших  порядков.  Мы 


т 


сделаем  это  для  основного  типа  3.  Найденные  нами  укороченные  опе- 
раторы 


(11)  ^,-  =  Л-,     У'к  =  х<р^,  2' 

удовлетворяют  структурным  соотношениям 


(12) 


где      —  символ  Кронекера;  по  а  ведется  суммирование.  Если  же  при= 
г  нять  во  внимание  члены  высших  порядков   и  записать,  следовательно, 
операторы  полностью: 

(13) 


(14) 


то  структурные  соотношения  примут  следующий  вид: 

([г',  2*]= о, 

Займемся  теперь  нормированием  операторов,  т.  е.  уничтожением 
членов  высших  порядков  в  правых  частях  соотношений  (14).  Прежде 
всего   рассмотрим  таблицу  операторов 

у\   уі  уз. 

V      V      1 ' 

(15)  У\,  УІ,  УІ; 

уі  у2  уЗ 
^  3'      3'  3' 

И  покажем,  что  можно  нормировать  ее  построчно.  .В  самом  деле,  если 

[У\,  Г^  =  У\  +  а^2', 
[Г\,  ГЛ  =  ГЗ  +  6.2«, 

ТО  преобразование  операторов 
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с  произвольными  а,  ^  тотчас  дает 

а  из  тождества  Якоби 

которое  мы  будем  записывать  короче 

[УІУІУі]  =  0, 

следует 

так  что  операторы  нормированы  по  строкам.  Обратимся  теперь 
к  преобразованию  диагональных  элементов: 

Г|+  а221  +  ^223, 

и  распорядимся  произвольными  коэфициентами  а,  ^  так,  чтобы  эти  опе- 
раторы были  нормированы  между  собой.  С  помощью  тождества 

[ѴІ  ѵі  ?|]  =  0 

это  оказывается  возможным  и  дает  нам 

[?І,ГЙ  =  0. 

В  самом  деле,  если 

[У\,УІ\  =  а^2',  Г|]  =  6,2»/  [Г|,  Г|]  =  с„2«, 

то  пусть 
Тогда 

[У\,П]  =  а,г\    [УІУІ]=^^г^    [УІУІ]  =  с,2\ 

а  из  тождества  Якоби  а^  =  Ь2  =  с-^  =  0,  и,  таким  образом,  диагональные] 
элементы  нормированы.  Более  того,  при  этом  удовлетворяются  также' 
и  соотношения 

Действительно,  пусть  ^  ф  /  и 

[УІ  уі] =у^+ а,г\  [УІ  у\] -  ь,г\ 

Тогда  из  тождества  [Кг^,  К/,  У^  —  О  имеем  а^  =  0  (аф/),  а  из  тожде- 
ства [У^у  УІ  КЙ  =  0,  принимая  во  внимание,  что  [К/,  Уі]  =  0^  имеем 
а.==0;  наконец,  из  тождеств  [У-,  %  Уі]^0  и  [Г-,  УІ  к/]     О  получаем 

Ш 


Теперь  уже  легко  доказать,  что  таблица  (15)  нашим  строчио-диаго» 
нальным  процессом  вполне  нормирована.  Именно,  если 

[ КІ',  ГГ]  =  8,*ГГ  -  8? к?  + 

то  три  тождества  Якоби  относительно  трех  диагональных  элементов 
тотчас  дают  а^!^  =  0. 

Нормируем  теперь  формулы 

[X,.,  2*]=К*  +  а*Г:  +  а,*2'. 

Для  этого  полагаем 
И  получаем  немедленно 

Переходим  к  следующей  группе  формул: 

[Х„  г!]=Ь^Х,  +  Ь^і^І+аЬ,2'. 

В  результате  процесса  предшествующего  нормирования  мы  имеем  уже 
г?^^Р^  =  0.  Чтобы  убедиться  в  этом,  достаточно  выписать  три  тождества 
Якоби  _  ^ 

[X,  УІ  г^Г^О    (3=^1,  2,  3), 

Таким  образом 

Мы  снова  обращаемся  к  таблице  (15)  и  нормируем  X.  при  помощи  2^ 
(что  в  силу  коммутативности  2-ов  не  влияет  на  результат  предыдущего 
нормирования)  относительно  ее  диагональных  элементов.  Именно,  пусть 

Возвращаясь  для  удобства  к  прежним  обозначениям,  получим 

Причем  а*^^  =  0,  а  тогда  в  силу  тех  же  тождеств  Якоби  вообще  а^^^  =  0. 

Таким  образом  таблицы  (15)  нормированы  относительно  диагональ- 
ных элементов.  Отсюда  следует,  соьершенно  так  же,  как  и  ранее,  что 
они  нормированы  и  относительно  прочих  элементов  таблицы,  т.  е.  что 
вообще  а^^  — О  и 

[X,,  Уі]^щх,. 

Последняя  группа  формул  (14)  нормируется  при  этом  автоматически. 
Именно,  если 

[X.,  ХЛ  =  6?,„Г«+а,,,2», 

то  из  тождеств 

IX,  X,,  2']  =  о,    [X,,  X,,  Г^]  =  0 

следует 

и  процесс  нормирования  закончен. 

14    Сборник  Граве  209 


Чтобы  окончательно  привести  операторы  группы  к  виду  (11),  выби- 
раем за  новые  переменные       решения  систем 

х,{Р)  =  о,  х,{Г)  =  о,  х^(Г)  =  и 

Тогда  операторы  Х-  примут  вид 


ИЛИ,  возвращаясь  к  старым  .обозначениям, 

^і  =  Рр 

причем  в  силу  уравнений  (12)  остальные  операторы  примут  вид  (11), 
в  чем  легко  убедиться. 

Аналогичными  операциями  можно  добиться  нормирования  операто- 
ров группы  типа  6.  Не  приводя  всех  деталей  утомительного  подсчета, 
ограничимся  указанием  основных  его  моментов.  Пусть  операторы  группы 
будут 

Х,=:р,+  ,.,, 

Уі  ^  х^Рі — ^^Рі  + . . . ,   У'^  =  х^Рг  +  -^Ѵз  + . ' ' » 

Гз  =^ х'^р,  +  х^р^-^-  . . . ,    У,  =  х^р^  +  х'^р^  +  х^р^  +  . . 
2і     2  (лгі)2/?і  4-  2х^х^р^  +  (-^^) +  • '  - 

г,  ^  2x1x2/71  +  (2X1X3  +  (Х2)2)  р^  +  2x2x3/73  +  .  .  . 

Структурные  их  формулы  должны  иметь  такой  вид: 


I. 

і[2„2,]  =  0. 

п. 

[Гз,  2,]  =  0, 

[^8'  -^зі^-^г' 

[К„  2,]  =  ^,. 

111. 

{У'. 

Уг}=У^' 

;[к,,  г,]=о. 

IV. 

[^з,  2і]  =  0, 

=  0, 

[^2,  2з]  =  2К,, 

V; 

У^V- 

=  х„ 

[Х^,  К,]  =  0, 

=  Хо^ 

[Хз,   К,]  =  0, 

УъѴ 

=  0," 

[Хп,  У,]  =  А'і, 

[^з'   Уз^  —  Х^, 

[^,.,  К,]  =  ^,. 

VI. 

[Х„  Х,]^0. 

Нормированию  подлежат  только  группы  III— VI,  где  может  внести  из- 
менения наличие  операторов  высшего  порядка.  Но  придавая  к  У.  линей- 

2І0 


ные  комбинации  2^.,  мы  в  силу  [К^,  2..}==^^.  добьемся  нормирования 
второй  строки  группы  III,  а  тогда  будут  нормированы  и  формулы  пер- 
вой строки  (написать  тождество  Якоби  с  У^).  Формулы  группы  IV  нор- 
мируются одновременно  с  четвертой  строкой  группы  V  по  столбцам. 
Пусть,  например, 

[^і,  г^]  =  2  (Кі  +  У,)  +  а,г,  +  а^г^  +  «3^3, 

Нормируя  Х^  при  помощи  добьемся  уничтожения  Ъ'^\  затем,  придавая 
к  Х^  линейные  комбинации  У^  (что  не  влияет  на  результат  предыдущего 
нормирования  в  силу  коммутативности  Г.  и  Г^),  уничтожим  а^,  а^, 
и  Сд.  Тогда  тождества  Якоби  \Х^^  Х^^  ^4]"^  покажут  нам,  что  обра- 
щаются в  нуль  не  только  а^^  с^,  д.,  но  также  и  а"'.  Далее,  группа  V 
оказывается  нормированной  полностью  —  об  этом  говорят  нам  тождества 

[^,-.  ^,,  5^4]  =  0. 

Нетрудно  убедиться  в  том,  что  нормированной  окажется  и  группа  VI. 

Группа  типа  5  нормируется  таким  же  образом,  благодаря  наличию 
в  ней  оператора  К^.  Иначе  обстоит  дело  с  группами  типа  4,  ибо,  как 
оказывается,  здесь  структура  группы  не  определяется  полностью  укоро- 
ченными операторами.  Именно,  оказывается  возможным  добиться  норми- 
рования для  скобок  [Х^,  У^];  однако  альтернаторы  операторов  нулевого 
порядка  не  уничтожаются,  а  приводятся  к  виду 

[Х^,  ^3]= — аХ^, 
[Х„  Х,]=аХ,. 

Если  а  =  0,  то  мы  просто  имеем  дело  с  подгруппой  группы  типа  бу 
если  же  а  ф  О,  то  (производя  изменение  масштабов  по  координатным  осям) 
мы   можем   положить    а  =  1 .  Произведя   после   этого  преобразование 
операторов  _  _ 

Х^^ Х^  —  Уі^  Х^==Х^'—' 

мы  получим  группу  со  структурой 

[Х„Х,]  =  0,        [^„К,]  =  Хі,        [Х„К,]  =  0,        [^з,  Г,]  =  — 

[х„  X,]  =  -х„  [х^,  у,]  =х,  +к„  [х„  ѵ,\  =  х„     [х„  у,]  =  о, 
[Х„  X,]  =  о,      [х„  у,]  =  о,       [х,,  у,]  ==х,+у„  [х„  у,]  =  X, 

(альтернаторы  операторов  первого  порядка  остаются  те  же),  инфините- 
зимальные  операторы  которой  получаются  в  следующей  форме: 


14* 
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Операторы  типов  4—6  приведены  здесь  в  форме,  отличной  от  их 
формы  Ли. 

6.  Заключение.  Найденные  результаты  мы  формулируем  в  виде  сле- 
дующей теоремы: 

Существует  всего  семь  типов  примитивных  групп  в  трех  пере- 
менных. Типы  эти  следующие: 

Тип  1  (проективная  группа)  ~  \Ъ-го  порядка: 

р.,    х'р^,    х^х-р^,  I 

Тип  2  (общая  аффинная  группа)  —  12-го  порядка: 

Тип  3  (у нимсдулярная  группа)  —  1 1-го  порядка; 
Тип  4— 10-20  порядка: 

Рг^      ^^Р2  +  ^%^      ^'^РіЛ-^^^Рч^      Х^Рі—^^Рг^  -^"/^а, 

2  (^1)2/^3  +  2х1х2/?2  +  (х^у^р,,    (х^)^р,  +  2х'^х^р^  +  2  (х^)^р^, 
2х^х2/?і  +  [2х^х^  +  (л:2)2)     ^^  2х'^х^р^ 

(группа  эта  подобна  проективной  группе  общего  линейного  комплекса) . 
Тип  5  —  7-го  порядка: 

Тип  6  —  6-го  порядка: 

\      Рі^      ^^Р2  +  ^'^Рп^      Х'^Рх  +  ^^Рч^      Х^Рі—^^Рь  \ 

(группа,  подобная  группе  движений  в  евклидовом  пространстве). 

Тип  7  —  6-го  порядка: 

Рі  —  \х^р^,    р^  +  х'-р^  +  х^р^,    р^  —  ^х^р^, 
х^р^'—х^р^, 


(группа,  подобная  группе  движений  в  неевклидовом  пространстве). 


[   ЗиК  ЬА  СОNVЕКОЕNСЕ  ЕТ  Ь^Е8ТІМАТІ0Ы  0Е8   ЕККЕиК8  0АЫ8 
ОиЕЬаиЕЗ  РК0СЕВЁ8  ВЕ  КЁ80^^Т!0N  оез  ёооатіомб 

ыимЁкіаоЕ8. 

РагМ.  Аіехапсіге  Озігоѵѵзкі  а  Вйіе, 

Іпігодисііоп.  Ііп  ргосёсіё,  ігёз  ^ета^^иаЫе  воиз  рІцзіеигБ  гаррогіз, 
гёзоіиііоп  (іез  ё^иа1:іоп5  питёгідиез,  йй  а        сіе  Мізёз,  а  ёіё  риЫіёі) 
іі  у  а  ^ие1^ие5  аппёез.  Оп  сопзісіёге  Гё^иа1іоп 

(1)  /(х)  =  0 

дапз  ГіпіегѵаІІе  [Л,  В],  ой  /(х)  езі  сопііпие.  Еп  йёзі^папі  раг  с  ш 
потЬге  розіііі  ріиз  реііі  ^ие 

I         —  \ 

оп  рагі  сі'цп  потЬге  х^,  х^^{А,В},  еп  розапі  зиссеззіѵетспі 

■^2  =  ^і  +  ^/(-^і)'  х^  =  х^-\-с/(х^),  х^^^^х^-{~с/(х^),  ... 

АІ0Г8,  5'і1  у  а  роиг  /(Хі)>>0  (іез  гасіпез  (1е  (1)  сіапз  Гіпіегѵаііе  (х^,В)^ 

Іа  зиііе  х^  сопѵег^е  ѵегз  Іа  ріиз  реШе  (іе  сез  гасіпез.   Зіпоп,  х^  аііеіпі 

роиг  ип  сегіаіп  п  ипе  ѵаіеиг  >-Б. 

Ое  тёте,  роиг  /(х^ХО,  з'И  у  а  сіез  гасіпез  (іе  (1)  епіге  А   е1:  х^, 

Іа  зиііе  х^  сопѵег^е  ѵегз  1а  ріиз  ^гапсіе  (1е  сез  гасіпез,  зіпоп,  ип  х^  езі 

ріиз  реШ  ^ие  Л. 

Сотте  оп  Іе  ѵоіі,  се  ргосёйё  п'ез!  аззизеШ  ди'а  ипе  зеиіе  сопйШоп^ 
а  заѵоіг  ^ие 

I  Х2-—Х1 

езі  Ьогаё  сіапз  Гіпіегѵаііе  [А,  В].  Оапз  се  ^иі  зиіі  поиз  аІІопз  й'аЬогё 
ёіисііег  Іа  гарісіі1:ё  сІе  Іа  сопѵег^епсе  сіе  се  ргосёсіё. 


1)  Эапз  1е  тётоіге  сіе  К.  сіе  МІзёз  еі  Н.  Роііасхек-Оеігіп^ег,  Ргак- 
ІізсЬе  Ѵегіаіігеп  сіег  ОІеісЬипазаиіІбзип^,  2І5СІіг.  і  ап§е\ѵ.  МаІЬ.  и.  МесЬапік,  і.  9 
(1929),  рр.  58 — 62.  риеЦиез  роіпіз  еззепііеіз  сІе  сеііе  тёШосІе  геѵіеппепі  а 
М.  Ваиег  е1  Ь.  Ре]ёг.  Сі.  М.  В  а  и  е  г,  2иг  Везііттип§  дег  гееііеп  \Ѵиг2е1п  еіпег 
аІаеЬгаізсІіеп  01еісЬип§  сІигсЬ  Ііегаііоп,  ЛаЬгезЬегісІіі  сі.  ОеиІзсЬеп  МаШешаІікег- 
Ѵегеіпі§ип§,  1.  25  (1916),  рр.  294—301.  іе  (Іоіз  1а  соппаіззапсе  де  се  (Іегпіег 
тётоіге  а  ипе  аітаЫе  сошшипісаііоп  сіе  М.  N.  ТзсІіеЬоіагеИ,  ^иі  т'ез!  рагѵепие 
репсіапі  Гішргеззіоп, 
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ОапБ  Іе  саз  ой  1а  зиііе  сопѵег^е  ѵегз  ипе  гасіпе  С  сІе  (1),  еі  ^ие 
/'(^  ехізіе  еі  езі  сіійёгепі:  сіе  гёго,  поиз  аііопз  сіётопігег  (ТЬёогёте  II), 
^^1е  Гоп  а  роиг  ѵ— >оо 

(3)  — І-с/Ю^). 

Вопс,  сіапз  се  саз,  Іе  потЬге  сіе  сіёсітаіез  ехасіез  сіе  езі  ргорогііопцеі 
а  V,  1а  сопѵег^епсе  езі  Ііпёаіге. 

II  езі:  а  гетаг^11е^  ^ие  1е  ргосёйё  еп  диезііоп  сопѵег^е  аиззі  зі  с  езі: 
ё§аІ  а  (2).  Оапз  се  саз,  зі  еп  райісаііег  оп  а  с/'(^^\^  1а  сопѵег- 
§:епсе  езі  ріиз  гарМе.  Оп  а  аіогз,  зі  /'(С)  ехізіе, 

с'е5І-а-(ііге,  ^ие  1а  сопѵег^епсе  езі  аи  тоіпз  аиззі  Ьоппе  ^ие  раг  Іе  рго- 
сёсіё  (іе  Ые^^іоп. 

Роиг  Іез  геіаііопз  (3)  еі  (4)  І1  езі  пёсеззаіге  дие  /'(ц)  ф  0.  Ьа  соп- 
ѵег^епсе  (іеѵіепі  зепзіЫетепі  ріиз  іаіЫе,  зі  С  езі:  цпе  гасіпе  шиШрІе. 
Ноиз  аііопз  топігег  (ТЬёогёте  ІП)  а^ие,  зі  роиг  ип  а>0 

1  Пх) 


I  (С 

СП  а  роиг  ѵ— ^оо 

Оапз  1е  саз  1е  ріпз  глёпёгаі  поиз  роиггопз  сіи  тоіпз  сіоппег  сіез  езіі- 
таііопз  сІе  С  —  еп  Ьпсііоп  сіе  х,,- — х^_^  зиШзапіез  роиг  1е  саісиі  рга- 
іщш. 

Ьа  сіеихіёте  рагііе  сіе  поіге  тётоіге  з'оссире  ргосёйё  (іе  Не\ѵіоп 
еі  сіе  ^ие1^иез  тосіііісаііопз  (Зе  се  ргосёсІё.  Оапз  1е  ргосёсіё  сіе  Меѵ^Ьп 
оп  !огте,  еп  рагіапі  (Зе  х^,  1а  зиііе  сіез  попіЬгез 

Ьа  сопѵег^епсе  йе,  се  ргосёсіё  ѵегз  ипе  гасіпе  (іе  /(х)  ез!  еп  ^ёпёгаі 
ігёз  гарісіе— „^иас!га1:і^ие".  Тоиі  сіе  тёте,  сотте  Іез  х,,  гезіепі  еп  ^ё- 
пёгаі  (1'ип  зеиі  сбіё  де  1а  гасіпе  сЬегсЬёе  С,  І1  у  а  Ней  ^'еззауег  сі'епіег- 
шег  С  епіге  йеих  зийез  сопѵег^епіез.  Ог,  а  сеі  ейеі:,  ІІ  езі:  іопі  а  іаіі 
зирегііи  сіе  сотЬіпег  1е  ргосёсіё  (іе  Не^іоп  аѵес  1а  тёШосіе  (іе  Іаиззе 
розіііоп  (,,ге§иІа  /аЫ'')  ои  аѵес  ипе  тёШосІе  ргорозёе  раг  Роигіег.  Еп 
еіМ,  Гарріісаііоп  йе  сез  тёіііосіез  ехі^-е  ип  ігаѵаіі  саісиіаіоіге  аззег  соп- 
5І(ЗёгаЫе,  іап(1із  дие  Гоп  реиі  ігоиѵег  (іігесіетепі  сіез  Іітііез  (Зе  Геггеиг 
|С  —  х^\  ігёз  ргёсізез  еі  ігёз  іасііез  а  саісиіег.  (СЬ  1а  іогтиіе  (5,9)  аи 
пишёго  5.)  Еп  ѵёгііё,  ипе  ёѵаіиаііоп  Ыеп  ргёсізе  де  сейе  зогіе  а  ёіё  сіё]а 
(Іоппёе  раг  Саиску  (1829)  сіапз  ипе  поіе  ігор  реи  соппие^).   Моиз  сіоп- 


2)  а.  1е  тётоіге  сіе  М.  Ваиег  сііё  ріиз  Ьаиі,  р.  299—300. 

3)  С  а  и  с  }і  у,  „Ьедопз  зиг  1е  саІсиІ  (Зійёгепііеі",  Рагіз  1829  (Моіе  зиг  1а  сІё- 
іегтіпаііоп  арргохіпіаііѵе  сіез  гасіпез  й'ипе  ёдиаііоп  аІ^ёЬгідие  ои  ігапзсепсіапіе), 
гёітргітё  (Іапз  Іез  Оеиѵгез  сотріёіез  (II),  I.  4,  р.  573 — 609. 
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П0П5  ип  тёвпІЫ  (ТЬёогётев  V,  VI)  ріиз  ргёсіз  еі  зигЬиі  рІи§  соттосіе 
роиг  1а  р^аіі^ие  е1  поиз  ГёІепсІопз  епзііііе  аи  саз  й'ипе  ѵагіаЫе  сотріехе 
(ТЬёогёте  VII). 

Оп  а  еззауё  (іе  зітрііііег  1е  ргосёсіё  сіе  Ме\ѵіоп  еп  гетріадапі  /'{х^ 
йапв  Іез  сіёпотіпаіеигз  раг  /{х^),  еі  Гоп  ігоаѵе  тёте  рагіоіз  с^апз  Іез 
ігаііёз  ГаШгтаііоп  ^ие  1е  ргосёйё  бе  Ме\ѵіоп  аіпзі  зітрііііё  сопѵег^е  аѵес 
1а  тёте  гарісіііё  ^и.е  1е  ргосёсіё  огі^-іпаі.  Моіге  Шёогёте  VIII  сопііепі  (іез 
сопсііііопз  аззег  ^ёпёгаіез  роиг  1а  сопѵег^епсе  сіи  „ргосёсіё  зітрііііё", 
аіпзі  ^ие  диеЦиез  гёзиІЫз  зиг  за  сопѵег^^епсе,  сіопі:  І1  зиіі:  ^и'е11е  езі 
Ьеаисоир  тоіпз  гарісіе  ^ие  сеііе  сіи  ргосёйё  огі^іпаі.  Тоиі:  сіе  тёте 
поиз  топігопз  сіапз  1е  (Іегаіег  питёго  10  сЗи  тётоіге  ^ие  Гоп  рагѵіепі:  к 
ип  ргосёсіё  сіопі:  1а  сопѵег^епсе  езі  еп  §'ёпега1  тёте  ріиз  гарісіе  ^ие  сеііе 
6и  ргосёсіё  йе  Не\ѵ1оп,  —  геіаііѵетепі  аи  Ігаѵаіі  саісиіаіоіге  (іёрепзё,  —  зі 
Гоп  пе  саісиіе  Іез  сІёпотіпа1:еиг5  /'(х^)  ^и'й  с1^а^ие  сіеихіёте  орёгаііоп. 
Се  сіегпіег  гёзиііаі:  герозе  Іоиіеіоіз  зиг  Гіпіго(1исііоп  {і'ипе  ипШ  йа  іга- 
ѵаіі  саісиіаіоіге, — поиз  Гарреіопз  ип  Ногпег  —  диі  езі  іогі:  сопѵепііоп- 
пеііе  еі:  пе  реиі;  ёіге  иіііізёе  ^ие  (іапз  сіез  сопсііііопз  аззег  гезШсііѵез. 

1.  5оіі  /(х)  ипе  !опс1Іоп  сопііпие  сіапз  Гіпіегѵаііе  (іегтё)  У  =  [Л,В]. 

Зоіі: 

X',  Х"  %]  ^        X  —X 

(1,2)  ^<^<І- 

8оіі  х^  ш  потЬге  сіе  Гіпіегѵаііе  У.  Зиррозопз,  роиг  ІІхег  Іез  ісіёез,  ^ие 
/(л;і)>0.  (5і  /(Хі)<0,  І1  зиШі  (1е  тиШрИег  Гёдиаііоп  (1)  раг  —1.) 
Розопз 

Іапі  ^ие  х^  пе  зог1:е  раз  сІе  Гіпіегѵаііе  У.  Аіогз  оп  а  х^^х^,  еі:  /{х) 
ез1:  сегіаіпетепі:  розіііѵе  сІапз  1а  рагЬ'е  (іе  Гіпіегѵаііе  оиѵей  (дг^,  х^),  соп- 
Ыие  (іапз  У.  Саг,  зі  роиг  ип  х^  аѵес  х^<^х^^х,^,  /(х^)  =  0,  оп  а 

Оопс,  (і'аргё5  (1,1)  е1  (1,2),  оп  а  х^  =  х^, 
(1,4)  /{хі)—/{х2)^  Пхі)  ^ 

—  Х'^  Х2  —  Х'^ 

0'аиіге  рагі:,  оп  а  роиг  Ьиі  соиріе  сіе  ЪотЬгез     г)  аѵес  >і  ^  ^  <  г]  ^  лГд 

/(^)-/(^) 


Х1 

х>  —  Хі  I 

-/(-^о)!"^ 

4)  Раг  1е  зутЬоІе  зир  оп  сіёзі^пе  зиіѵапі  М.  Наи8(іог!!  Іа  Ьогпе  зирёгіеиге 
ехасіе.  Ое  тёте  Іп^  (іёзі^пе  1а  Ьогпе  іпіёгіеиге  ехасіе. 
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8ирро5оп5  ^й'оп  аіі  роиг  ип  соиріе  сіе  потЬгез        аѵес      ^  5  <С 'У)  ^  ^2 

/(^)-/(Гі)<^(^-~^і). 

Оп  а  сегЫпетепі 

сіе  сез  ІГ0І5  Іпё^аіііёз  І1  воіі  ^ие 

/і^і)  —/{^2)  <  ^         —  -^д) 

сопігаігетепі  а  (1,4),  йопс  оп  а  роиг  х^^лг^Хз 

(1,5)  /(л:)=/(Хі);-М(д:  — лгі). 

Роиг  /(л:2)  =  0  оп  а  ёѵісіеттепі:  х^=х^^  .  .  .  Роиг  /(л:^)  ф  О,  Іез 
тётез  сопзійёгаііопз  реиѵепі  ёіге  арр1і^иёе5  а  х^,  лг^,  ек.  Оопс,  зі  аисип 
(1е5  л:,  пе  зог!  сіе  7,  оп  а  /(-^ѵ) — ^/(0»  е1  {1'аргёз  (1,3), 

г:  =  с+^/(С),  /(0-0, 

і:ап(іІ5  дие  сіапз  іЧпіегѵаІІе  (х,  ц)  /(х)  езі  розШѵе. 

Оез  сопзісІёгаИопз  апаіо^иез  5'арр1ідцеп1  аи  ргосёсіё 

^апі:  ^ие  л:,^  пе  зог!  раз  (іе  Гіпіегѵаііе  7.  (Оп  гёсіиіі  (1,6)  а  (1,3)  еп 
ргепапі:  сіапз  (1,3)  с  пё^аШ.)  Оопс: 

1.  8і  йапз  Іе  ргосёйё  йе  М.  йе  Мізёз  /{х^)^  О  еі  іоиз  Іез  потЬгез  х^ 
(іё]'іпІ8  раг  (1,3)  гезіепі  ^В,  Іа  зиііе  х^  сопѵег^е  еп  топіапі  ѵегз 
ипе  Іітііе  еі  С  ^^і  Іа  ріаз  реШе  гасіпе  йе  (1)  сопіегше  йапз  [х^,В\ 
$і  роиг  ип      х.=^,  оп  а  с  =  М,  , 

(1.7)  /(л:)=/(л:,_і)  "-Ж(л:-~  дг,_г),  х^-^х^^х,^^. 

31  /(х^)'^Оеі  іоиз  Іез  потЬгез  х^  йё/іпіз  раг  (1,6)  гезіепі  ^Л, 
Іа  заііе  х^  сопѵгг^е  еп  йезсепйапі  ѵегз  ипе  Іітііе  С  сіиі  езі  Іа  ріиз 
§гапйе  гасіпе  йе  (\)  сопіепие  йапз  [А,х^).  8і  роиг  ип  ѵ,      =     оп  а 

(1.8)  с  =  М,    /(лг):^/(лг,„і)+Ж(л:-~л;,_і),       <  л:  <  л:,_і  ^). 

2.  Оп  реиі  зе  Ьогпег  а  1а  сопзісіёгаііоп  сіе  1а  зиііе  (1,3).  Еп  иІПізапІ 
сеііе  зийе,  іі  зийіі  сіе  Шш\х  М  сотте 

(2Л)  зир         <  ^  :  Ь 

Х\  X"  е  [Хи  В]  Л         Л  \ 

Папз  се  цпі  зиИ,  поиз  зиррозопз  ^и'оп  а  іои]*оигз  л:,, <С>  ѵ=1,2,  . . 
еі:  дие  /(х^)^0.  Розопз 

/(а:ѵ)  /(^ѵ)-/(0 


(2,2) 


5)  Ьа  (Іётопзігаііоп  <1е  1а  сопѵегдепсе  йи  ргосёсіё  сіе  М.  сіе  МІ5ё§  сіоппёе 
(Іапз  1е  тётоіге  сііё  зиррозе  ^и'оп  аіі  ^<  д^» 
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Оп  а  ёѵісіеттепі  р,>0  еі  й'аргЫ  (1,3) 


(2.4)  =  1  -  '^Р. 

(2.5)  55^=6(1 -^Р,). 

5ирр050П8  (1'аЬогсІ  ^ие  сіапз  ГіпІегѵаИе  [х^,  В]  1а  Ьогпе  іпіёгіеиге 

і„{       І/(^)-/(.ОІ  ^ 

50ІІ  розШѵе.  АІ0Г8  оп  а  -і- >  М  ^    ^ //г,  (іопс  (і'аргё5  (2,2)  —  (2,4) 

(2,8)  \  -сМ^^-^'^  ^І  — ст. 

Арр1і^иоп5  сев  іогшиіез  а  Гехетріе  зиіѵапі: 

Л=\,  5  =  2,Ж--8,856.  .      т==6,  с-^'^^,        1 ,521379  ...  ; 

С  — ==0,521;  /(Хі)=:=4; 
л:2  =  1,4;       ^  — л:2  =  0Л21;   /(х2)  =  1,050; 


д:з=- 1,505 
Х4  =  1,519 
л:5=  1,521 


С-л:з  =  0,016;  /(лГз)  =  0,144; 
С  —  =  0,002;  /(х^)  =  0.020; 
С  -  лгд  =  0,000;    /(Х-)  =  0,004; 


^_0,ии,     ^^^^^-0,12,     ^^^^^-0,11,     7(]^-0,1.  ... 

Сез  ^иоііепІ5  зопі  еп  ейеі  сопіепиз  епіге  ~  =  0Д6б.  еі  ^  =  0,1,  Ое 
тёше  Іез  ^иоііепІ5 

^=0,302,    і:::і:^==:0,152,  ^—^==.0,143 

^2  —  Хі  —  Х2  Х^  —  ДГЗ 

50ПІ  сопіепиз  епіге  ^  —  1  =  0,13  .  .  .       ^  —  ^  =0,66  .  . . 
Епііп  Іез  потЬгез 

^^  =  0,23,    ^^^  =  0,13,    ^  =  0,12 
50ПІ  сопіепиз  епіге  1  — сЖ  =  0,114  еі  I — с/;г  =  0,4. 
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Оапз  сеі  ехетріе,  1е  саки!  а*е5  потЬгез  М  еі  т  езі  рагіісиііёгетепі 
ёігесі  — І1  з'а^и   сіе  Ііоиѵег  Іе  тахітит  еі  1е  тіпітит  сіе  \/' {х)\  йапз, 
іЧпІегѵаІІе  [1,  2].  П  езі  к  реіпе  пёсеззаіге  бе  йіте  ^ие  Ьиіоигз,  яиапсі  1а 
Ьпсііоп  /{х)  езі  сЗёгіѵаЫе  (Іапз  Гіпіегѵаіі.е  [Л,  5],  І1  зийіі  сі'ёѵа1иег  Іе 
тахітит  е1  1е  тіпітит  (1е  \/ {х)\  йапз  Гіпіегѵаііе  сопзісіёгё,  роиг  аѵоіг 
іез  ѵаіеигз  ехасіез  сіе  М  еі  т. 

3.  Ноиз  аЬап(1оппопз  таіп+епапі  ГЬуроШёзе  т^О,  Зиррозопз  дие 
/'(С)  ехізіе.  Аіогз  оп  а  ёѵісіеттеп! 

(3.1)  Р.— ~/(С). 
Оопс  сІ'аргё5  (2,3)  еі  (2,4): 

II.  5/,  Іез  Нуроіігёзез  сіи  Шёогёте  І,  /(^  ^лгг^/^е  (іі//ёгепі 
йе  О,  а 

(3.2)  ^-ГІ^^І  :--д:ѵ+і_^ 
Епііп  зиррозопз  дне  і'оп  аіі 

(3.3)  і=ж^і/(оіФо,  ж^-ла 


^ие  /'(лг)  ехізіе  с!апз  1е  ѵоІ5Іпа§;е  а  ^аисЬе  бе  С  еі  ^ие  /^(С)  ехізіе. 
Аіогз  оп  а  ё'аргёз  (1,3) 

С  —  лг^+і  =  ч  —     "Ь  у^^/(-^ѵ)) 
/(С)  (С  -  X,, і)  =/(х,)  -  [/(С)  +/(0  (X,  -  С)]. 


Ог,  еп  розап*  ісі  роиг  Гехргеззіоп  сіе  (ігоііе   (х^  —  ^'^Ш,  Ш  сопѵеще 

3  се  саз 

С  — I  Л  С) 


ѵег5  =Ц^-^).  Вопс,  оп  а  сіапз  се  саз 


(3,4) 


(С-д;,)2  2ЛС)' 


с'е5І-й-(Зіге,  1а  гарісіііё  сіе  1а  сопѵег^епсе  соггезропсіапі  а  сеііе  сіи  рго- 
сёсіё  сіе  Ме\ѵіоп  ^).  Серепсіапі,  сеііе  ѵаіеиг  сіе  с  п'ез1:  иІіІізаЫе  дие  зі  Гоп 
соппаіі:  1а  ѵаіеиг  сіе  1а  дёгіѵёе  еп  ГепсігоИ  сЬегсЬё,  се  ^иі  езі:  ёѵісіеттепі 
Ьіеп  гаге. 

Кетріадопз  таіпіепапі  ГЬуроШёзе  йп  Шёогёте  II  раг 

(3.5)  ,  хІС,    а>0,  к>0. 
Розопз 

(3.6)  й|?-х,1«=9,. 


6)  С{.  раг  ехетріе  Ое  1а  V  а  1 1  ё  е  Р  о  и  з  8  і  п,  „Соигз  сі'апа1у5е  іпГшіЧёзі- 
таіе",  3.  ёсі.,  1.  I  (1914),  рр.  108—109. 

"^)  Nоиз  ёіисііопз  1а  гарісіііё  (іе  1а  сопѵег§епсе  (іи  ргосёсіё  (іе  Ке\\Чоп  сіапз 
1е  N0.  4. 
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Оп  а  б*аргё8  (2,2)  еі  (2,4)  роиг  ѵ-^оо 
.(3,7)  р.^-^ѵ,  — 

Ог 

я— 1 

1  1 


(іопс  (1*аргё8  (3,8) 


еі  сі'аргё8  (3,6) 

(3,9)  ѵЬ'«|С-"Г,|  ^ 


1 

1 

п 

1 

ас,    па„  --^  — 


ПІ.  8і  (іапз  Іез  куроікёзез  йа  іНёогёте  I,  /7оггг  ип  а^О      й/г  ^>0, 

(3.91) 

Роиг  а— 1,  оп  а  ипе  гасіпе  сІоііЫе  еі 
(3,93)  ѵК-х,|-.і^. 

4.  Оап5  Іе  ргосёсіё  сіе  Не^іоп  оп  ёіаЫіІ,  еп  рагіапі:  сІ'ипе  ѵаіеиг  лг^, 
1а  зиііе  зиіѵапіе 

(Л  л\    ^   ^  __  Л-^о)    ^   у  —  /^-^і^  г   ѵ  —  ^-^-^^ 

(4. 1)  ЛГі  —         ^,^^^^  ,  Хз  —  Хі      ^,^^^^ ,  . . . ,      +  і  —  X,      ^,^^^^  ,  ... 

Ь'арр1ісаііоп  сіе  се  ргосё(1ё  зиррозе  сіопс  (іапз  Іоиз  Іез  саз  ^пе  /'{х) 
ехізіе  еі:  езі:  (іШёгепіе  сіе  О  а  их  роіпіз  сопзёсиШз  х^. 

Ье  ргетіег  ёпопсё  (Іез  сопдіііопз  зийізапіез  роиг  1а  сопѵег^епсе  сІи 
ргосёсіё  сіе  Ме\ѵ1оп  езі:  сій  а  Роигіег. 

СопсШіопз  (іе  Роигіег:  оп  зиррозе  /(х)  сопііпие  аіпзі  ^ие  за 
(Іёгіѵёе  ргетіёге  /'{х)  е1  сіоиёе  (1'ипе  сіёгіѵёе  зесопсіе  /"(х)  сіапз  Гіпіег- 
ѵаііе  іегтё  У  сіе  лг^  а  ^  (-^о^^-  Р^^*^»  зиррозе  ^йе  /"(х)  пе 
сЬап^е  раз  сіе  зі^пе  сіапз  У  еі:  дие  Гоп  а 

(4.2)  /(^о)/'Ю>0'  /К)Л^)<0')- 

IV.  5/  /65  сопйіііопз  йе  Роигіег  зопі  гетрйез,  /(х)  роззёйе  ипе 
зеиіе  гасіпе  ^  а  Ѵіпіёгіеиг  йе  Ѵіпіегѵаііе  У,  /'(х)  гезіе  (іі//ёгепіе  йе  О 
епіге  х^  еі  С  еі  Іа  зиііе  (4,1)  сопѵег§е  ѵегз  С. 


8)  Оапз  се  ^иі  зиіі  поиз  арреіопз  Іез  сопсІіЧіопз  ёпопсёез  „сопсііііопз  (1е 
Роигіег"  ^Ъіеп  яие  Іез  сопсііиопз  доппёез  раг  Роигіег  (Апаіузе  сіез  ё^иаііоп5 
(іёіегтіпёез,  Рагіз  1831,  Ііѵге  2,  III,  VI),  аіпзі  ^ие  Іез  сопсііііопз  ди'оп  Ігоиѵе 
^ёпёгаіетепі;  (іапз  Іез  Ігаііёз  сі'а1§ёЬге  зшепі  ип  реи  ріиз  гезігісііѵез. 
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Оёгаопзігаііоп.  Зиррозопз  ^ие  х^<^Ь,  (8І  х^^Ь,  іі  зиШі 
сЬап^ег  Іе  зі^пе        Іа  ѵагіаЫе  іпсІёрепсіапіе.)  8ирр080П8        рІПБ  ^ие 
]'оп  аіі  (1ап5  У, /"(.^)  ^  0.  (Зі  /"(л:)  айтеі  сіапз  У  сіез  ѵаіеигз  пё§:аііѵе5, 
оп  тиШрІе  /(х)  раг  — -1.) 

АІОГЗ  оп  а,  (і^аргёз  (4,2),  /(л:о)>0,  /(^)<0.  Ло/гс  /'(^о)  ^*^^  пё^айѵе, 
саг  (іе  /'(Х(,)^0  іі  зиіі  ^ие  /'(лг)  гезіе  поп  пё^аііѵе  йапз  \ом\  Гіпіег 
ѵаііе  У  еі:  Дх)  пе  роиггаіі:  (іеѵепіг  пё^аііѵе. 

Зоіі  С  '3  ріиз  реШе  гасіпе  сіе  /(лг)  (іапз  У.  Аіогз  /'{х)  гезіе  пё^аііѵе 
(Іап8  ІЧпіегѵаІІе  [х^,  ч).  Саг,  зі  Гоп  а 

іі  .5'епзиіі  ^ие  /'(х)  гезіе  поп  пё^аііѵе  роиг  лг>>^.  Оопс  оп  аигаіі 
/М=2./(а)>0  роиг  лг^Е. 

5і  У'(х).  пе  роззёсіе  раз  (іе  гасіпез  сіапз  У,  І1  езі  сіаіг  ^ие  /(л;)  п'а 
раз  (1'аиігез  гасіпез  ^ие  С  сіапз  У.  Ог,  зиррозопз  дие  /'(х)  ^еѵіеппе 
ё^аіе  а  О  сіапз  У,  еі  зоіі:  Г|^С  1е  йегпіег  роіпі  сІапз  У  ой  /'(г|)  =  0. 
АІогз  /'(а:)  езі  поп  розіііѵе  епіге  х^  еі:  Г|  еі  поп  пё^аііѵе  епі:ге  Г|  еі  Ь. 
Оопс  /(л:)  пе  сгоіі  раз  епіге  х^  еі  Г|  еі  пе  сіёсгоіі  раз  епіге  Г|  еі 
Оопс  Іез  ѵаіеигз  сіе  /(х)  епіге  т]  еі  ^  зопі:  пё^аііѵез  еі  /й;  /опсііоп  /(х) 
пе  скап§е  сІе  зі^пе  ци'ипе  /оіз  епіге  х^  еі  Ь, 

Маіпіепапі  оп  а  ёѵісіеттепі  лг^  ^  х^,  рШ5^ие         -<;0.  Ое  (4,1)  оп  а 

ой  ^  езі  зііиё  епіге  лг^  еі  С  (аи  зепз  ёігоіі);  (1'аиіге  рагі:  /(х^)  </(^)<;0. 
Оопс      <  лг^  5^  С- 

5і  оп  а  ёѵИеттепі  ^=г=Хі  =л;2=^  •  •  •    Зі  Хі  <  С,  оп  реиі 

аррИциег    1е   тёте    гаізоппетепі  а  х^,  еіс.   Оопс  оп  а  еп  іоиі  саз 

X^у^X^^^X2^  .  '  ^  ^  С, 

х,\х'^^, 

и  езі  аізё  сіе  ѵоіг  ^и'оп  а     =     саг  аиігешепі  оп  аигаіі 

7'(-^')  ' 

сіопс  х'  зегаіі  ипе  гасіпе  (Іапз  У  ріиз  реіііе  ^ие  С;  1е  Шёогёше  IV  езі 
сіётопігё. 

II  п'ез!  раз  дёроигѵи  йЧпіёгёі  йе  сопзібёгег  1е  саз  ой  ип  сіез  потЬ- 
гез  х^  (Зеѵіепі  ё^аі  а  С-  31  с'ез!  1е  саз  йе  х^,  оп  а  й'аргёз  (4,3) 

/'К)=  ^'^Г^^"""^  =  ІГ  (^о  +  і  -  X,) )  йі. 

Оопс  оп  а  /'  [х)  =  О  (іапз  ип  іпіегѵаііе  асііоіпі  а.  ^  к  ^аисЬе,  еі  Гоп 
ѵоіі  аізётепі  ^т  сеііе  сопйіііоп  езі  аиззі  зийізапіе  роиг  ^и'оп  аіі  х^  =  ^ 
аѵес  ип  V  ^  1 . 

5.  Сопзісіёгопз  таіпіепапі  1е  саз  ріиз  ^ёпёгаі,  (іапз  1е^ие1  Іез  сопсіі- 
1:іоп5  йе  Роигіег  пе  зопі  ріиз  пёсеззаігетепі  заіізіаііез. 
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8оИ  С  ипе  гасіпе  ^ие1соп^ие  сіе  Гё^иаііоп  /(л:)  =  0.  8ирро80П8  дие 
I  /(х)  роз5ё(іе  ипе  (іёгіѵёе  сопііпие  йапз  Гіпіегѵаііе  [х^,  С]  еі  ^ие  бе  ріт: 
ои  Ьіеп 

А)  /'(С)  ехізіе, 
ои  Ьіеп 

В)  /"(х)  ехШе  йапз  Ѵіпіегѵаііе  [х^,  С], 
ои  ЬІеп 

С)  /"(л:)  езі  сопііпие  йапз  Ѵіпіегѵаііе  [х^,  ^]. 
АІ0Г8  зе  СІІ5  ^и'оп  а  (іапз  ГЬуроіЬёзе  А): 

(5. 1 )  -г(х,)  (С  - лгі) =/(0  -  і/ю  +/(.^о)     ^о)  ]  4  ^  (С  -  ^о)^ 

ой  Ж  іепсІ  ѵегз  /"(С)  роиг  лг^  С; 
(Іап8  ГЬуроШёзе  В): 

(5.2)  ^^н^х,)(:.^х,)^(і:.~^х,)'^\ГіГі).  г^Нх,.  С); 

сіапз  ГЬуроШёзе  С):  . 

(5.3)  _/'(х^)(С_Хі)=Г  (^■^и)Г{и)аи. 

Ьа  іогтиіе  (5,3)  езі  іттёШаІе.  (5,2)  езі  1е  гезіе  (іе  Ьартп^е  роиг  1а 
зёгіе  (1е  Тауіог  ^).  Ьа  сіётопзігаііоп  ^ие  Л1 — ^/"(С)  сіапз  (5,1)  езі  ип  реи 
тоіпз  (Іігесіе: 

РоБопз  Хд—С  —     АІ0Г5  поиз  аѵопз  а  сіётопігег 

(5.4)  т^-Н)--НП^-Н)  _  ^  _  ^ 

Ог,  Гехргеззіоп  (іе  ^аисЬе  езі  ё^аіе  й 

П  /-(С    ш) -  /'  (С  -  И) 
^о  /г  "Г  Л  ' 

ой  1е  сіеихіёте  іегте  сопѵеще  ѵегз  /''(С)  раг  йёіішііоп.  ^шп\  к  Гіпіё- 
дгаіе,  оп  а  ёѵі(1еттепІ 

/(^ ^  ^^)  _        [/'^(ц  ^  3], 

ой  Е  езі  ипе  іопсііоп  і  еі  сіе  к,  ^т  іелй  ѵегз  О  аѵес  /г,  ипі/огтё- 
тепі  роиг  О  ^  ^  ^  1 .  Оопс  оп  а 

л  о       "  ^  о  ^  о 

Р  (С) 

ой  Іа  ргетіёге  іпіё^гаіе  де  сігоііе  езі  ё§'а1е  а  ~~  ^  іапШз  ^ие  Іа  зе- 
сопсіе  іепсі  ѵегз  О  аѵес  /г,  еі  (5,4)  езі  сіётопігё. 


9)  а.  Ое  іа  Ѵаііёе  Р  о  и  5  з  і  п,  I.  с,  рр.  110,  111. 
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Зиррозопз  таіпіепапі  дие  Іа  заііе  (4,1)  сопѵег^е  ѵегз  С  дие  /(х)  зоіі 
сопііпие  йапз  ип  іпіегѵаііе  сопіепапі  С      сНасип  йез  х^^  /'{І)  ф  О 
дие  /"(^  ехізіе. 

АІ0Г8  іі  гёзиИе  йе  (5,1)  еп  у  ёсгіѵапі  х^^  роиг  х^,  х^^^  рош  х^:^ 
(5,5)  С  — д:,^.!  2^/^)  ш 

с'е5І-й-сІіге  ^ш  1а  сопѵег^епсе  сіе  1а  зиііе  сіе  Ме^іоп  езі  „^иасI^а1I^ие". 
Еп  рагіісиііег,  оп  а  йапз  се  саз 


(5,51) 


Ше  сопзё^иепсе  іпіёгеззапііе  сіе  (5,52)  езі  дие  /а  зёгіе 

со 

сопѵег§е  роиг  іоиі  5>0. 

Зиррозопз  шаіпіепапі  дие  Гоп  аіі  сіапз  ГЬуроШёзе  В)  роиг  ип  а  О, 

(5,6)  ЛД^_^^>о. 

81  а^І,  І1  гёзиііе  (1е  (5,2),  ёсгііе  роиг  х^  еі  лг,^^^  аи  Ней  сіе  х^ 

еі 


(5,61) 


'ѴН-1І    .  1  !/"(С) 


Роиг  а  =  1,  оп  а  ёѵідештепі  ^  =  |/^'(у|,  сіопс 

(5,62)  тг^-т- 

Роиг  а>'1,  а]оиіопз  к  ГЬуроіІіёзе  (5,6)  1а  зиіѵапіе: 
(5.7)  Гга.-и-«*> 


10)  Ьа  геіаііоп  (5,5)  зе  Ігоиѵе  еп  ргіпсіре  сііег  Роигіег,  I.  с,  Иѵге  2,  ХХХП, 
аѵес  ипе  сіётопзігаііоп  !огі  реи  заіізіаізапіе  е1  зоиз  сіез  ііуроІЬёзез  аррагеттепі 
ігёз  гезігісііѵез.  Ье  сагасіёге  диасігаіідие  сіе  Іа  сопѵег^епсе  ргосёсіё  сіе  Кешіоп 
зе  Ігоиѵе  аиззі  (іёсіиіі  сіапз '  1е  саз  дез  ^опсііопз  апаіуіідцез  сіапз  ип  тётоіге  сіе 
ЗсЬгбёег,  МаІІі.  Апп.,  і.  2  (1871),  рр.  322—324. 
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еі  $ирр080П8  бе  рІи$,  ^ие  /^{х)  еві  сопЬ'пие  сіапв  т  Іпіегѵаііе  сопіе- 
папі  С  е1  іоиз  Іезлс^.  Аіогз  оп  а  роиг  Гіпіё^гаіе  іі^игапі  еп  (5,3)  а  сігоііе, 
еп  у  гетріадапі  лг^  раг  лг^, 


Оопс 


(5,71) 


ѵ  +  І 


а  +  1 


1  _  -1 
Р 


ой  р  езі  1а  тиШрІісі1:ё  (1е  1а  гасіпе  С  сіе  /(лг)  і^). 

Ноиз  аііопз  епііп  сіёсіиіге  ^ие1^иез  езіітаііопз  (іігесіез  роиг  „Геггеііг" 
I  С  —       еп  {опсііоп  сіе  \х^  —  х^_^^  \ . 

Зиррозопз  ^ие  іез  сопсііііопз  сіе  Роигіег  зоіепі  заіізіаііез.  Аіогз  оп 
а  раг  сіёііпіііоп,  еп  иіііізапі  Іа  іогтиіе  сіез  ассгоіззетепі  ііпіз, 

/(С)-/(д:,„і)___,,  ,  /'(д 


Х„  -—  X. 


;,-~д:,^і"  /'(У  '  ^ѵ2іх,„і,д. 


0'аиіге  рай,   І1  гёзиііе    сіе    (5,2),  еп  у  гетріадапі  х^  еі  x^  раг 


2  /'(-^ѵ-і)'  '^^^^'^^-і' 


(С-^ѵ-і)2 

допс,  еп  сотЬіпапі  сез  іогтиіез, 

^^'^^  (^ѵ-Д^ѵ^і)^'^      2       /'(У2  • 

Зиррозопз  таіпіепапі  ^ие  /'(-^)  зоі^  Ьогпёе  (Іапз  Гіпіегѵаііе  (х^,  у, 
е1  ^ие  Гоп  аіі 

|Лх)|<ЛІ,  хе(х,, 
В'аиіге  рагі,  /'(лг)2  аііеіпі  за  ѵаіеиг  тіпітит  еп  С-  И  еп  гёзиііе 


(5,81) 


%~х^\^\х^~~х 


Еп  арр1і^иапі  сеііе  іогтиіе,  оп  гетріасега  /'(С)  раг  /'(Ь)  ои  Ыеп  раг 
1а  ѵаіеиг  (іе  /'(х)  еп  ип  роіпі  ^ие1соп^ие  зііиё  епіге  С  еі  Ь.  Оп  оЫіепі 
(ІОПС  еп  {огтапі 

(5,9)      Л  =  ^,-1  +  (^ѵ  -  ^ѵ-і)  ( 1  + 1 -  ^ѵ-і  I  ^  ат^"^^ ' ) ' 

ипе  ѵаіеиг  арргосЬёе  (іе  С,  Іеііе  ^ие  С  ез*  зііиё  епіге  х^  е1  ^^,  еі  К  ~ЛІ 
езі  йи  тёте  огсіге  сіи  ^гапсіеиг  ^ие  С  — лГѵ*       рагіісиііег  оп  а 

2 


(5,91) 


1/'  (и 

"!/Ъѵ)і 

1  /'  {Ъ) 

іі)  С{.  роиг  1е  саз  (іез  іопсііопі;  апаІу1І4иез  5  с  Ь  г  о  (і  е  г,  1.  с. 
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Ь^ехргезБІоп  йе  сігоііе  езі  ісі  еп  ^ёпёгаі  геіаііѵетепі  реіііе.  Серепсіапі, 
оп  реиі  Іа  іаіге  аиззі  реіііе  ^ие  Гоп  ѵеиі;,  еп  арр1і^иапі:  (5,9)  йеих 
іоіБ.  Ьа  ѵаіеиг  у^^\  оЬіепие  1а  ргетіёге  !оІ8,  езі  зііиёе  епіге  С  еі  Ь. 
Оп  реиі  аіогз  гетріасег  Ь  Іа  іогтиіе  (5,9)  раг  у^^^  е1  йе  тёте  ргепсіге 
рош  М  1а  Ъогпе  зирёгіеиге  йе  \/"{х)\  дат  Гіпіегѵаііе  (л:^_і,  ^^^)). 
81     {х)  ёБІ  сопііпие  еп  С,  Гехргеззіоп 


ПК) 


езі,  роиг  V  вийіваттепі  ^гапгі,  аиззі  реіііе  ^ие  Гоп  ѵеиі.  Роиг  1е  саісиі 
р^аіі^ие,  11  зийіга  (іе  1а  іаіге  ріиз  реіііе  ^ие  ип.  Оапз  се  саз  оп  аига 

Ь'арр1ісаііоп  йез  іогтиіез  сіёѵеіоррёез  йапз  се  питёго  пёсеззііе  ои 
Ьіеп  ипе  (іізсиззіоп  аззигапі  1а  ѵаііййё  сіез  сопсііііопз  бе  Роигіег  ои  Ъіеп 
1а  гесІіегсЬе  (1'ипе  ѵаіеиг  сіе       йё]а  зиійзаттепі  арргосЬёе. 

Ье  Шёогёте  цие  поиз  аііопз  ехрозег  сіапз  1е  N0.  зиіѵапі  регтеі  сіапз 
1а  ріирагі  сіез  саз  (1'ёраг^пег  аи  саісиіаіеиг  Ьиіе  апаіузе  ргёаІаЫе  сопсег- 
папі  Гехізіепсе  еі  1а  зёрагаііоп  сіе  1а  гасіпе  сЬегсЬёе. 

12)  Оп  а  й  ріизіеигз  гергізез  еззауё  де  сотріёіег  1е  ргосёйё  де  Келѵіоп, 
роиг  епіегтег  1а  гасіпе  сЬегсЬёе  С  епіге  сіеих  зиііез  сопѵег§еап1  ѵегз  С.  Роигіег 
(1.  с,  Ііѵге  2,  VII  — X)  ргорозе  сіе  саісиіег  аѵес  Іез      1а  зиііе  (Іез 

.     _  .  /(Л) 

еп  райапі  (іе  з/д  =  Ь.  Ог,  оп  реиі  сіёшопігег  ^ие,  Ьіеп  ^пе  Гоп  аіі  у[  — >  С,  Іез 

^ио1іепІ8  — ~х~]  ^^^^  ^ '     ^  '  ^-^^       сопііпие.  0'аи1ге  рагі,  Бапсіеііп 

(Мёт.  (1е  ГАсасІ.  гоу.  (1е  Вгихеііез,  і.  3  (1826),  р.  30)  ргорозе  (іе  сотЬіпег  1е 
ргосёсіё      Нешіоп  аѵес  „1а  гё^іе  йе  іаиззе  розіііоп"  еп  іогтапі  1а  зиііе  у^: 

Оп  йёйиіі  іттёШаіетепі  (1е  1а  гергёзепіаііоп  ^гарЬідие  Ыеп  соппие  ^пе  іа 
зиЙе  сопѵег^е  ѵегз  С  ріиз  гарідетепі  ^ие  у^.  Ое  ріиз,  еп  зиррозапі  ^ие  /"  {х) 
заіізіаіі  (Іапз  [лго,  Ь]  ипе  соп(іШоп  йе  ЬірзсЬііг  й'огйге  розіііі,  оп  реиі  сіётопігег 

К-Л! 

^ие  Гехргеззіоп   іепсі,  Iо^5^ие  ѵ-->-оо,ѵег8  ипе  Іітііе  ііпіе  еі  (Іійёгепіе 

йе  О,  ^ш  сІёрепсІ  (іе  Ь  б.'ше  тапіёге  српііпие  е1  реиі  ёіге  гепсіие  агЬіігаігетепІ 
реіііе  еп  ргепапі  Ь  зиНізаттепІ  арргосЬё  (1е  С.  0'аи1ге  рагі,  1а  іогтаііод 
(Іез  ехі§е,  аіпзі  ^ие  сеііе  сіе  у^,  50  о/о  йп  ігаѵаіі  саісиіаіоіге  зирегПи, 
Сез  (Іеих  тёіЬойез  зопі;  (іопс  іп^ёгіеигез  а  сеііе  ргорозёе  сіапз  1е  Іехіе,  риіз- 
^и'оп  реиі  Іогтег  у^,  дёз  ^ие  1а  ѵаіеиг  сіе  —  д:^_і  гезіе  аисіеззоиз  сіе  1а 
Іітііе  ^е  Геггеиг  сіетапдёе,  запз  іогтег  уі,  У2,---,  Л~і-  Серепдапі,  оп  реиі 
оЫепіг,  аѵес  1а  гё§1е  сіе  іаиззе  розіііоп,  йеь  Ьогпез  ігёз  гезеггёез  еп  сотЬіпапІ 
(іігесіетепі  Ь  аѵес  х^  еі  еп-  гёрёіапі:  1е  тёте  ргосёсіё  роиг  1а  ѵаіеиг  оЫепие 
еі  х^. 
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6.  Оап8  се  питёго  поиз  аііопз  сіётопігег  1а  гё^іе  зиіѵапіе: 
V.  Зоіі  /(х)  сопііпие  аіпзі  цие  за  (іёгіѵёе  аа  роіпі       еі /  (х^)  О, 
/\х^)  Ф  0.  ЗоИ  У  Ѵ іпіегѵаііе  /егтё  йе  х^  а  х^-{-  2Н,  ой 

8арр050П8  дие  /'{х)  зоіі  сопііпие  йапз  Гіпіегѵаііе  3  еі  дие/"(х)  ехізіе 
еі  езі  Ьогпёе  а  Ѵіпіёгіеиг  йе  У. 

8оіі  М  ипе  Ьогпе  зирёгіеиге  (іе  |/"  (х)  \  а  ѴіпЬёгіеаг  (іе  У,  8і 
Ѵоп  а 

(6,1)  .  2М\к\<\Г  (х,)\. 

/(х)  роззёйе  ипе  еі  ипе  зеиіе  гасіпе  С  йапз  3,  еі  Іа  зиііе  д,е  Мечюіоп 
(4,1),  /огтёе  еп  рагіапі  йе  х^,  сопѵег^е  ѵегз  С-        ріиз,  оп  а 

(6,3)  \^^х,^,\^  I X, 

еі  С  езі  зііиё  йапз  Ѵ іпіегѵаИе  [лг^+і ^ѵ+р  -^ѵ+і  ~Ь  ^ѵ+іі  ^^)« 

Оёшопзігаііоп.  Коиз  аііопз  (іётопігег  д'аЬогс!  ^и'еп  розапі 

І^іпіегѵаИе  7і  езі  сопіепи  (іапз  У  еі  1а  геМоп  2М  |  |  ^  |/ (^і)  |  езі 
заіізіаііе.  Еп  ейеі,  оп  а,  еп  иіііізапі  1'ехрге58Іоп  гіе  Ьа^гап^е  роиг  1е  гезіе 
сіе  Іа  іогтиіе  (Зе  Тауіог, 

Пх,)  =/{х,  +  Н)  ==/(х„)  4-  й/'(Хо)  +  \         =  ^  (5), 

I  ёіапі  сопіепи  епіге  х^  еі  Хі,  йопс 

\/(х,)К^\к\т. 

В'аи1ге  рагі, 


13)  Іе  ІЬёогёте  V  ргёсізе  йеих  Шёогётез  йе  Саиску  (1.  с,  рр.  575  —  577). 
Риапі  а  СехІ8іепсе  е1  І'ипісі1ё  сіе  іа  гасіпе  С  еп  У,  СаисЬу  Іез  ргоаѵе  сіапі  зоп 
„Шёогете  И",  р.  575.  И  езі  ѵгаі  с^йе  СаисЬу  іаіі  і'пуроШ-'зе  2/И/г  <  |/' ^л'^)  |, 
таіз  за  (іётопзігаііоп  8'ё1епсІ  іттёсііаіетепі  аи  саз  ой  (0,1)  езі  заіізіаіге  аѵес 
1е  зі^пе  с1'ё§аійё.  ^иап1  а  1а  сопѵег^епсе  (іе  іа  зиііе  сіе  І\Іе>ѵ1оп,  еііе  езі  ргоиѵёе 
(іапз  1е  „Шёогёте  111"  ёе  СаисЬу,  рр.  376-— 377,  зоиз  і'пуро1ле8е  ^ие  2М\Іг\ 
езі  ріиз  рзііі  ^ие  /а,  ѵаіеиг  тіпітит  йе  \!\х)  \  (Іапз  Іоиі  Ппіегѵаііе  У.  Ешіп, 
аи  ііеи  (іе  Гіпё^аіііё  (6,2),  СаисЬу  ргоиѵе  Гіпе^аіііё 

Іх.+і  — М. 


\х,  -X,  _і  р  2/?г/ 

ой  /72,,  езі  1а  ѵаіеиг  тіпітит  сіе  | /'(х)  |  йап?  Гіпіегѵаііе  [х,,  — =  ]  д:^  |» 
•^ѵ  1 -^ѵ  —  -'^ѵ-і  1  1-  Nо1^е  гёзиііаі  езі  ёѵіиеттепі  поп  зеи.етепі  ріиз  ргёсіз  цие 
сеші  (іе  СаисЬу,  таіз  зигіоиі  ріиз  соттосіе  роиг  Іе  саісшаіеиг,  ^иі  езі  аіпзі 
сіізрепзё  сіе  саісиіег  ои  езіітег  т^, 
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Г(  ёіапі  сопіепи  епіге      еі  х^-\-к.  Оопс  й'артёз  (6,1) 


II  еп  гёзиііе  роиг 
(6,4) 


2 '  I  т)і  • 


2М  1  /гі^І 

2/гМ  1 

■«1 

\.ГЛхі)\ 

/'  (-^о) 

22 


В'аи1ге  рай,  д'аргёз  (6,4) 


М 


\г  иі)і 


2\Н\ 


М 


\Г{х,) 


2  ' 


допс  2|/гі|^,]/г|  е1      езі  сопіепи  сіапз  і. 

Еп  арріідиапі  1е  тёте  гаізоппетепі:  зиссеззіѵетепі  а  х-^,  еіс,  оп 
ѵоіі:  ^и'еп  розапі 


(6,5) 


/'(а;,) 


-  +  1 


сЬадие  іпіегѵаііе      езі  сопіепи  (Іапз  Гіпіегѵаііе  ргёсёсіепі  ^^ 


еі  1а  ІОП- 
Оопс  1а 


^иеиг  2|/г^  (1е  ^^  сопѵег^е  ѵегз  О,  риІ5^ие  оп  а 

зиііе  сопѵег^е  ѵегз  ип  роіпі  С  8і'«:иё  сіапз  У  еі  С  езі  ипе  гасіпе  сіе 
/(лг),  риіздие  оп  а,  раг  (Зёііпіііоп  (іе  х^, 

т 


/'(О  • 


0'аиіге  рай,  оп  а  роиг  сЪщпе  х  а  ГіпІёгІеиг  аи  зепз  ёігоіі  (іе  У: 

/(х)^Г(л:,)  +  (х~д;,)Лг^), 

І/МІ^|/(^оЖІ^--^оІ^>І/Ѵо)І"-2Ж|/гі^О. 

Оопс  /'(х)  сопзегѵе  1е  тёте  зі^пе  к  Гіпіёгіеиг  йе  У,  еі  /{х)  роззёсіе 
ипе  зеиіе  гасіпе  ^  (іапз  У,  ^иі  пе  реиі  ёіге  ипе  гасіпе  тиШрІе  ^п^  зі 
^  =  х^-\-2к.  (Се  сіегпіег  саз  п'езі  (і'аі11еигз  роззіЫе  ^пе  ѣі  /(х)  езі:  ип 
роіупбте  ^иа(і^аіі^ие  еп  х'  (Іапз  Гіпіегѵаііе  У,  е1  пе  реиі:  зе  ргёзепіег 
^ие  зі  1'оп  а  роиг  Іоиі  ѵ  2М\  к^\~\/'(х^)\.)  0'аиіге  рай,  1а  геіаііоп 
(6,2)  гёзиИе  сІе  (6,4)  Іттё(ііа1етеп1  зі  1'оп  арр1і^ие  сеііе  сіегпіёге  геіа- 
Ііоп  й  х^.  ЕпЬ'п,  риіз^ие  С  езі  сопіепи  сіапз  ГіпіегѵаІІе  У^^^,  оп  а 

Ѵ+І 


2Н 


ѵ  +  1 


\Г{х,] 


с'ез!  1а  геіаііоп  (6,3)  еі:  1е  іЬёогёте  V  езі  сіётопігё, 

7.  Еп  арр1і^иап1  1а  гё^іе  V,  оп  а  а  ѵёгШег  дие  (6,1)  езі  за1із!аііе. 
8і  к  п'ез^  раз  епсоге  зиШзаттепі  реііі,  оп  арр1і^ие  ріизіеигз  !оіз  1е  рго- 
сёйё  сіе  Ме^^іоп  ^из^и'^  се  ^ие  1е  Шёогёте  V  риіззе  ёіге  арр^і^иё.  8і 
роиг  сеі  к  ои  ип  (іез  к^^  зиіѵапіз  Гехргеззіоп  (іе  ^аисЬе  еп  (6,1)  езі  ріиз 
реіііе  ^ие  Гехргеззіоп  (іе  сігоііе,  І1  езі  ргёІёгаЫе  сі'арр1і^ие^  1а  гё^іе  зиіѵапіе 
ріиз  ргёсізе: 


2:6 


VI.  Р^етріадопз  сіапз  ѴНуроіНёзе  сіе  V  роиг  ип  Ѵіпіегѵаііе  У 

раг  Ѵіпіегѵаііе  У*  —  ^х^,  -^о  4"  2а  —  3  1*іпё§аІііё  (6,1) 

(7,1)  аМ\Н\^\Г(х,)\, 
АІ0Г8  рп  а  роиг  ѵ  =  1,  2,... 

аМ\к^<,\Г(х,)\, 

/(х)  роззёЛе  ипе  еі  ипе  зеиіе  гасіпе  С  ^  Ѵіпіёгіеиг  аи  зепз  ёігоіі 
йе  У*,   еі  Іа  зиііе        сопѵег^е  ѵегз    С.         ріиз,  оп  а,  еп  розапі 

л  °(2а-3) 

^  — (2а~1)(а-2)  ' 

1д:,-д:,„іР"^2!/'(л:о)Г 


1/(^0)1'   ^-^^  • 

Оп  ргоиѵе  Гёпопсё  VI  еп  роигзиіѵапі  1е  тёте  гаізоппетепі  ^ие  попе 
аѵопз  етріоуё  роиг  Іа  сіётопзігаііоп  сіе  V  еі  еп  ^ета^^иап1  ^и'оп  а 
таіпіепапі: 

\пx)\^\^(x,)\~м\x.-x,\>\пx,)\{\-■^^^==^^^ . 

Оп  Ѵ0І1  аізётепі  дие  Гехргеззіоп  Л  йёсгоИ,  5І  а  сгоіі  сіе  2  й  ГіпПпі, 

9 

сопѵег^е  ѵегз  1.  Роиг  а~3,  оп  а  А^-^  , 

8.  N08  гёзиііаіз  ргёсё(1еп1з  реиѵепі  ёіге  ёіепйиз  аих  іопсііопз  апаіу- 
іі^иез  сІ'ипе  ѵагіаЫе  сотріехе. 

VII.  Зоіі  /(г)  коІотогрНе  аи  роіпі        еі  /'(-г'д)  ф  0.  Зоіі 

"^""тШ^^  /Со  Іе  сегсіе 

Зиррозопз  дие  /(г)  зоіі  НоІотогрНе  йапз  /С^,  Аіогз  зі  іІ'оп  а  йапз 
(8,1)  І/Ѵ) 


1  \ПЧ)  \  _  1  І/'(^о)Р 


2     ІЛо)    ^  2  |/(^о)І  ' 

/(2г)  роззёсіе  еп  ипе  еі  ипе  зеиіе  гасіпе  ѵегз  Іадиеііе  Іа  зиііе  сіе 
Ме^іюіоп 

(В, 2)  2"о,    г^у  ^ѵ-ьі  ^'^ѵ'^  /'(-^^) '  *'* 

сопѵег^е  еп  гезіапі  а  Ѵіпіёгіеиг  (іе  К^.  8і  С  езі  зііиё  а  Ѵіпіёгіеиг  аи 
зепз  ёігоіі  йе  К^,  Сезі  ипе  гасіпе  зітріе.  С  не  реиі  ёіге  зііиё  зиг  Іа 
рёгірНёгіе  (іе  /С^,  дие  зі  /{г)  езі  ип  роіупбте  диайгаНдие. 
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Ое  ріиз  оп  а,  еп  розапі  ЛІ  — зир  |/'(<2г)  |: 


(8,3) 
(8,4) 


2„  .  1  —  2„ 


м 


Оётопвігаііоп.  (8,1)  реиі  5'ёсгіге 
(8,5)  2М\Н,\^\Г(г,)\, 
Ыоиз  аііопз  (1'аЬогс1  топігег,  еп  розапі 


дне  Гоп  а 
(8,51) 

е1  ^ие  1е  сегсіе 


2М\Іі,\^\Г(г,)\ 


г  —  г. 


Пг,)  =  \''  (г,  ~  г)  т  (Іг  =  А^Л'  (1  -  О/Ѵо  +  ^А,)  ^^, 


езі  сопіепи  сіапз  /Гд.  Еп  еіМ  оп  а,  еп  іпіё^гапі  Іе  1оп§^  (іи  зе^тепі  гес- 
Іііщпе  аііапі  й&      к  г^, 

(8,6) 

(8,7) 
(В,8) 


І/(^і)І<у1^  ^ 


Н 


м 


2        1  |/'(^^)|  » 


2/И/гі 


В'аиіге  рагі,  оп  а 
е1  й'аргёз  (8,5) 


!/'(^і)  Р 


1 

/'(^о) 

2 

2М/го  р 

4 

/Ч^і) 

(^о)  1 

Оопс 


еі  Гоп  сопсіие  бе  (8,8) 

1, 


2/ИЛі 


2Шо  |2 


(1'ой  гёзиііе  іттёсііаіетепі  (8,51). 
0'аиіге  рагі  оп  а  (і'аргё8  (8,7) 


"=1 

1  /'(^о) 

/'  (^о)І 

1  /'(^і) 

2  * 


Бопс,  сотте  Іе  гауоп  \Н^  \  сіе  езі  аи  ріиз  ё^аі  а  1а  тоі+іё  й\і  гауоп 
\к^\  ("е  /Со  яие  1а  рёгірЬёгіе  сіе  /Сі  раззе  раг  1е  сепіге  сіе  /Сд,  оп  сопсіие 
^ие  /<і  езі  сопіепи  ^апз  К^- 
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Ог,  1а  тёте  (Іёсіисііоп  реиі  ёіге  ехасіетепі  арріідиёе  аих  роіпіз  2:^, 
ек.  II  еп  гёзиііе  Гехізіепсе  й'ипе  зиііе  іпііпіе  сіе  сегсіез  ЛГ^,  ѵ=1,2, 

аих  сепігез      еі  аих  гауопз  |/г^  =  |^^^^  ^  іеіз  ^ие  сііадие       езі  соп- 

1:епи  (іапз  К^_і  еі  дие  Іез  гауопз  | /г ^  сопѵег§;еп1  ѵегз  0. 

Оопс  1а  зиііе  сопѵег^е  ѵегз  ип  роіпі  С  зііиё  ои  Ыеп  й  Гіпіёпеиг  ои 
Ьіеп  зиг  1а  рёгірііёгіе  (1е  Д^^.  Оп  оМіепі  сіе  (8,2)  роиг  ѵ—^оо 

/(О 

(ІОПС 

0'аиіге  рагі;  оп  оЬііепІ  роиг  ѵ  =  О,  1 ,  , . . 


(8,52) 
(8,71) 


2МК 


Н 


ѵ+  1 


2  І/Ч^ѵ)!  ' 


с'е5І-а-йіге  (8,3),  еі  епііп 

(8,72)  2^1/'(гЛ5з1/'(г„)|. 

Коиз  аііопз  таіпіепапі  топігег  ди'і1  п'у  а  раз  й'аи^гез  гасіпез  ^ие  ч 
•Запз  /<■„.  Еп  ейеі,  зиррозопз  ^ие,  роиг  ип  С*  <\йі  езі  зііиё  йапз  К^^,  оп 
аіі  /(!;*)=0.  АІОГЗ  і1  гёзиИе  гіе  (8,2)  е1  (8,52) 

/'(г,)  (С*-г,^і)  =  -[/(Н-/(г,)  -(«*-~г,)/'(^,)]  = 
~  К      - ^"^^^     =  {С*->ѵ)=  С    "  ' )  /"(^ѵ  +  ^  (С*  -  г,)) 


С* — г^^і 

< 

7'  (^.) 

ой,  роиг  ѵ  =  0,  1е  ргойиіі;  а  Іа  ѵаіеиг  ип.  О'аргёз  (8,72),  і1  зиіі  дие 


II 


с* 


Гоп  сопсіие  сіе  сеііе  (іегпіёге  іпё§^а1ііё,  ёсгііе  зиссеззіѵетепі  роиг  ѵ 
=  0,  1, 


сіапз  К^. 


Оопс  1а  зийе  2:,,  сопѵег^е  ѵегз  С*       С*  езі  Гипідие  гасіпе  сіе  /(г) 
езі  сопіепи  йа 


Епііп,  риіздие  ч  езі  сопіепи  йапз  оп  а  сі'аргё5  (8,71) 


еі  с'ез!  (8,4). 
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Епйп  оп  а  роиг  сЬа^ие  г  й  Гіп!ёгіеиг  аи  зепз  ёігоіі:  сіе 

\т  I  ^  I  /Ч^о)  1  -  I  ^  -     1  ^  >  1/'(^о)  1  -  2 1         ^  0. 

Оопс  оп  а  /'{г)  ф  О  а  Гіпіёгіеиг  аи  зепз  ёігоіі  сіе  К^* 

Епііп  ^  пе  реиі  ёіге  зііиё  зиг  1а  рёгірЬёгіе  сіе  ^ие'  зіі  1'оп"  а  1е 
зі^пе  (1'ё^а1і1ё  йапз  іоиіез  поз  езіітаііопз,  се  ^иі  п'езі  роззіЫе  ^ие  зі 
/"(2;)  =  сопзі.  еі:  /(г)  езі  ші  роіупбше  ^иа(ігаі:і^ие.  Вопс  Іе  Шёогёте  VI 
езі  сіётопігё 

9.  Ноиз  аііопз  таіпіепапі  ёіисііег  1а  сопѵег^епсе  сіи  ргосёдё  ^и'оп  оЬ- 
Ііепі  сіи  ргосёсіё  (4,1)  сіе  Ке\ѵіоп,  еп  гетріадапі  рагіоиі  /'(х^)  раг  за 
ѵаіеиг  іпШаІе  /'(х^).  5і  сіапз   Гіпіегѵаііе  (лг^,  С)  |  аііеіпі  за  ѵаіеиг 

тахітит  еп  х^,  оп  а  аШіге  аѵес  ип  саз  рагіісиііег  сіи  ргосёсіё  сіе  М.  сіе 
Мізёз.  Ноиз  аііопз  іаіге  ипе  ЬуроШёзе  ріиз  Іаг^е. 

VIII.  Зоіі  /{х)  сопйпие  аіпзі  дие  за  йёгіѵёе  /'(х)  еп  х^  еі  /'(х^  ф  0. 
8оіі  /  Ѵіпіегѵаііе  (/егтё)  йе       а  х^-{-2к,  ой 

Зиррозопз  дие  /{х)  еі  /\х)  зоіепі  сопИпиез  сіапз  ^  еЬ  дт  /"(х)  ехізіе 
еі  езі  Ъогпёе  а  Ѵіпіёгіеиг  Ле  ]. 

Яоіі  М  ипе  Ъогпе  зирёгіеиге  (Іе  \Г\х)  \  й  Ѵіпіёгіеиг  йе  Л  81  Гоп  а 

(9,1)  ЗМ\Н\^\/'(х,)\, 

/{х)  роззёйе  ипе  еі  ипе  зеиіе  гасіпе  С  (Ісіпз  У,  ѵегз  Іадиеііе  сопѵег^е 
Іа  зиііе 

Ое  ріиз,  оп  а 
(9,3) 


•^ѵ  +  І  — Х^ 


(9,4) 


Оётопзігаііоп.  Розопз 

к  — к  ^      — к-^—І!^      V— 1  2 


14)  риапі  а  Гехізіепсе  (е1  Гипісііё)  й'ипе  гасіпе  (1е  /  (2;)  йапз  /Со,  еііе  а  ёіё 
(Іётопігёе  раг  СаисЬу  (1.  с.)  зоиз  1а  соп(1і1іоп 

^иі  е$1  ёѵМеттепІ  ріиз  ёігоііе  дие  (8,5).  Ьа  сопѵег§епсе  (1и  ргосёдё  сіе  Ме\ѵ1оп 
а»ёіё  (Іётопігё  раг  Саисііу  (1.  с.)  зоиз  1а  согкИНоп  епсоге  ріиз  ёігоііе 

Ш|/го|<тш|/'(2:)|. 

Оп  Ігоиѵе  ипе  ёіисіе  (іи  ргосёсіё  сіе  Не\ѵ1оп  сІапз  1е  саз  (і'ипе  ѵагіаЫе  сот- 
ріехе  сіапз  ип  тётоіге  (іе  М.  О.  Р  а  Ь  е  г,  ІІеЬег  сііе  КешІопзсЬе  Каііегип^зіогтеі, 
аоигп.  {.  а.  г.  и.  а.  МаШ.,  і.  138  (1910),  р.  1—21. 
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Оп  реиі  §ирро$ег  ^ие  ф  0.  Вирровопв  ^ие  роиг  оп  п'^Х  іоиз  Іез 
роіпіз  лг^,  лгі,  л:^  зоіепі:  сопіепиз  а  Гіпіёпеиг  де   У,   се  (\п\  ез^ 

іштёсііаі  роиг  п=\,  Аіогз  оп  реи!  іогтег 


ѵ=  1,2,..  п, 


СІОПС,  (З'аргёз  Іа  іогтиіе  (іез  ассгоіззетепіз  Ііпіз, 


ой  ^,^  езі  зііиё  еп1:ге  лг^^і  е1  лг^  еі  епіге  е1^^^,  йопс  дапз  /.  II  з'еп- 
ѣиіі  роиг  ѵ=  1,  2,  . . « 


(9,6) 


^^<I^ѵ-^оI^7^<(1М-М/^11+...  +  I^-1І)^. 


Роиг  ѵ  =  /г  =  1,  оп  а 
(9,7) 


Риапі  4      геіайоп  (9,6)  роиг  ѵ  =  2,  3,  я,  еііе  п'ез!  йёшопіігёе 

^ие  1'Нуроікё$е  дие  Іоиз  Іез  роіпіз  дг,,,  х^,  ....  зопі  вііиёз 
йап5  ^■ 

Ыоиз  а//ігтоп$  таіпіепапі  ди'оп  а  роиг  ѵ  ==  1 ,  2,  ... 


а) 
Ь) 


й,|  +  1й,|+...+|й,|<ЗІ/г,|<1М, 


<21й„|-л. 


Ей  еііеі:,  зиррозопз  ^ие  1а  геІаНоп  а)  зоіі  Щк  сіётопігёе  роиг  ѵ  —  Г, 
2,  .  . .,  л,  се  диі  ез^,  сЗ'аргёз  (9,7),  еп  Іоиі  саз  ѵгаі  роиг  п=\.  Аіогз  Іоиз 
Іез  роМз  лго,  лгі,  х^^^  зоп*  зі+иёз  (Іапз  У,  сіопс  оп  реиі  арр1і^иег 

(9,6)  роиг  ѵ=:1,  2,  /2+1,  еі:  1'оп  а 


Оопс  Іез  геМіопз  Ь)  зопі  ѵаІаЫез  роиг  ѵ=:  О,  1,  . . . ,  /г. 
Маіз  таіпіепапі  оп  а  роиг  ѵ=1,  2,         п  (і'аргёз  (9,1) 

'-^|<|,|й..И<(|)'1М> 
1М  +  1Й2І+---+1й„>іІ<1й.і{і+|-  +  (|-)'  +  ...}=зіА,!, 

еі  (і'аргёз  (9,7)  1а  геіаііоп  а)  роиг  ѵ  =  /г-1-1.  Оопс  Іез  сіеих  геіа- 
ІІОПЗ  а)  еі:  Ь)  зопі  ѵаІаЫез  роиг  ѵ— 1,2,  еі  поіге  аНігтаііоп  езі 
сіётопігёе.  II  зЧпзиі^  еп  рагіісиііег  ^ие  Іоиз  Іез      зопі  зйиёз  (іапз  ^  еі: 
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^ие  1а  зёгіе  л:^ -|~  +  +  •  •  ■  сопѵег^е  ѵегз  ип  потЬге  С  зііиё  (іапз  і. 
Оопс  оп  а 

С,    /М  — О,  /(0=0. 

Ое  ріиз  оп  а 

ОО 

!С— л:і|<Е|й,|<3|йі!<|/г„|, 

ѵ=  1 

(іопс  ^  ез!  зіШё  А  Гіпіёгіеиг  аи  зепз  ёігой  (1е  /. 
0'аи1;ге  рагі:,  оп  а  йапз  / 

сіопс  /(л:)  езі;  йШёгепіе  бе  О  бапз  і  е1  С  езі:  Гипі^це  гасіпе  с!е  /{х) 
йап5  У.  (9,3)  зиіі  іттёсііаіетепі:  (Зе  1а  геіаііоп  Ь)  е1  (9,4)  езі  ипе  соп- 
8ё^иепсе  іттёсііаіе    (1е  (9,5),  ой        езі:  зіЧиё  епіге  х^_^  еі  х,^  еі  Іепсі 
ѵегз  С  аѵес  х^.  Ье  Шёогёте  VIII  езі:  сіопс  сотріёіетепі:  йётопігё, 
Еп  іепапі:  сотріе  сіе  1а  геіаііоп 

^  —  л:^—  (-^ѵ+і     -^ѵ)  Ч~  ("^ѵ+г  ~"-^ѵч-і)  4"  •  •  • » 
СП  йёбті  йе  (9,3): 


(9,8) 
еі  еп  раііісиііег 
(9,9) 

(9,91) 


•^ѵ-»і1  1-^1— -^о!  І— 2|/г1х  ^ 
іхі  — ХоР  ^  1— 2|/г|х' 


л;і— ХоР      1  — 2|/г  1х 


Ье  іЬёогёте  VIII  гезіе  ѵаІаЫе  роиг  1е  саз  д'ипе  ІопсіІоп  /{х)  бе  1а 
ѵагіаЫе  сотріехе  х,  ЬоіотогрЬе  сіапз  1е  сегсіе  \х  —  х^\^\к^\,  зі  Гоп 
гетріасе  У  сіапз  Гёпопсё  сіи  іЬёогёте  VIII  раг  се  сегсіе.  Еп  еіМ,  поіге 
сіётопзігаііоп  бе  VIII  гезіе  ѵаІаЫе  к  ГехсерІІоп  сіе  1а  сіётопзігаііоп  сіе 
(9,6).  Ог,  оп  реиі  шоШііег  сейе  сіегаіёге  сіётопзігаііоп  сіе  1а  шапіёге 
зиіѵапіе:  Оп  а 

4-/,   ^  +  ,т'іх 


Аѵ-і/'(*о)ЧС  /'{х)ах 

! ''ѵК  (  -       1  + I '^ѵ-.  I  ) 

е1  (9,6)  еп  зиіі  іштёсііаіетепі 
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10.  и  езі:  иНІе  сіе  сотрагег  Іа  гарісіііё  сіе  Іа  сопѵеге^епсе  роиг  Іе  рго- 
сёсІё  огі^іпаІ  сіе  Не\ѵіоп  а  сеііе  сіи  „ргосё(іё  йе  Шѵ/іоп  зітрііііё"  с!и 
N0  9,  аіпзі  ^и'а  ипе  сотЬіпаізоп  сіе  сез  ргосё(іёз. 

Зиррозопз  ^ие  Ь=^\^  —  х^]  зоіі  зиШзаттепІ:  реііі.  Аіогз  II  гёзиііе 
(іе  1а  іогтиіе  (6,3)  ^ие  Іез  арргохітаііопз  зиссеззіѵез  йоппёез  раг  Іе 
ргосёсіё  сіе  Ке\ѵ1оп  роззёсіепі  Іез  ог<ігез  сіе  ^гапйеиг 

$2,      §4^      §8^  §16^ 

Еп  арр1І^иапі  1е  ргосёсЗё  сіе  Не^ѵіоп  зітрііііё,  оп  а  й'аргёз  (9,8)  зиссез- 
зіѵетепі:  йез  арргохітаііопз  роззёсіапі  Іез  окігез  йе  ^гаікЗеиг 

§2,  а^  ь\ 

Зиррозопз  епііп  ^и'оп  аррИдие  1е  ргосёсіё  (іе  Не\ѵ1оп  еі  Іе  ргосёсіё 
зітрііііё  аііегпаііѵетепі,  еп  саісиіапі  /  (х)  де  поиѵеаи  еп  заиіапі  оЬщт 
!оіз  ип  іоиг,  с'е5І:-а-сііге  зеиіетепі  роиг  лго,  х^,  л:^,. ,  .,  еі  еп  гетріадапі 
сіапз  (4,1)  гезр.  /'(лгі),  /(Хд),  Г(х^),..,  раг  /(;го),  /'{х^),  /'{х^),. , .  Ноиз 
арреіопз  се  ргосёсіё  Іе  ргосёйё  йе  ЫеЫоп  аііегпё.  Аіогз  оп  оЫ:іепі  раг 
(9,9)  е1  (9,91)  Іез  огсігез  (іе  ^гапсіеиг  зиіѵапіз  роиг  Іез  арргохітаііопз 
сопзесиііѵез: 

§2,       ь\  а^  ь'^\ 

Серепйапі,  роиг  сотрагег  ГеШсасііё  (іе  сез  (Ііііёгепіз  ргосёсІёз,  II  Іаиі 
ІепІг  сотріе  йп  Ігаѵаіі  ехі^^ё  роиг  ипе  ёіаре  й\х  ргосёсіё  еп  ^иезІоп, 

Роиг  (Іёііпіг  ипе  ипііё  (1е  Ігаѵаіі  саісиіаіоіге  зийізапіе  роиг  поіге 
Ьиі  — Ьіеп  ^ие  !ог1  сопѵепІіоппеГ.е  —  поиз  пё^іі^егопз  1е  Ігаѵаіі  с1'ипе 
зітріе  сііѵізіоп  пёсеззаіге  роиг  1е  саісиі  (іе  х^^^ — х^,  о.і  зиррозопз  ^ие 
1е  ітаѵаіі  сЗе  саісиі  й'ипе  ѵаіеиг  (іе  /(х)  роиг  ип  х  ^иеіСоп^ие  зоіі  зеп- 
зіЬ'етеп1:  1е  тёте  ^ие  роиг  1е  саісиі  сІе  У(х),  Се  ігаѵаіі,  пёсеззаіге  роиг 
Іе  саісиі  (іе  /(х)  ои  (Іе  /'(^),  зега  етріоуё  (іапз  се  ^п\  зиіі  сотте 
ипііё  сіе  ігаѵаіі  саісиіаіоіге.  Ноиз  Гарре^опз  ип  „Ногпег'\  II  езі:  к  реіпе 
пёсеззаіге  сіе  гетагдиег  ^ие  1е  1:гаѵаі1  сі'ип  Ногпег  езі:  §-ёпёга1етепі  ігёз 
(іШёгепІ  роиг  Іез  іопсііопз  /(х)  (Зіііёгепіез. 

Аѵес  сеііе  сопѵепііоп  оп  ѵоіі  цие  (Іапз  1е  ргосёсіё  сіе  Ме\ѵіоп  оп  (іёрепзе 
сопзёсиііѵетепі:  2,  4,  6,  8,. . .  Ногпегз.  Оапз  Іе  ргосёсіё  гіе  Ме\ѵ1оп  зітр- 
ІШё  оп  сіёрепзе  сопзёсиііѵетепі:  2,  3,  4,. . .  Ногпегз.  Епііп  сіапз  Іе  ргосё^ё 
(іе  Ме\ѵіоп  аііегпё  оп  (Іёрепзе  сопзёсиііѵетепі  2,  3;  5,  6;  8,  9;. . .  Ногпегз. 
Еп  рагіісиііег,  еп  (Іёрепзапі;  6  Ногпегз  (іапз  поз  ргосё(1ёз,  оп  аііеіпі  Іез 
огсігез  сІе  §^апс1еиг  зиіѵапіз: 

§^  ь\  ьк 

и  аррагаіі  дие  1е  ргосёсЗё  аііегпё  езі  а  1а  Іоп^ие  Іе  ріиз  ёсопотщие. 
Се  ргосёйё  ргёзеп^е  епсоге  сеі  аѵапіа^е  ^и'оп  саісиіе  ріиз  ігёдиеттепі 
Іез  ѵаіеигз  (іе  /(х)  дие  сеііез  сіе  /'(л:),  се  цпі  ітріідие  ип  ріиз  ^гшй 
потЬге  сіе  сопігбіез  ^ие  (іапз  1е  ргосёсіё  огі^іпаі  сіе  Не\\^іоп. 

Оп  а  сопзісіёгё  а  ріизіеигз  гергізез  ^^)  ипе  ^ёпёгаіізаііоп  йп  ргосёсіё 
(Зе  Не\ѵі:оп  ^иі  иШізе  Іез  ѵаіеигз   (Зез  Ігоіз  іопсііопз  /(х),  /'(х),  /"{х) 


15)  Саисііу,  1.  с,  рр.  582  —  588.  8  с  Ь  г  О  (1  е  г,  1.  с.  Р  а  Ь  е  г,  1.  с. 
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еі  йопі  ГаррИсаіІоп  регте!  (1'аггіѵег  сопзёсиііѵетепі  аих  огсігев  сіе  ^тап- 
йет 

Се  ргосёсіё  езі  пп  реи  ріиз  сотр1і^иё,  таіз  ріиз  ёсопотідие,  ^ие 
сеіиі  сіе  Ме\ѵіоп.  СерепсІапі  оп  у  етріоіе,  роиг  аггіѵег  к  ип  сегіаіп  огйге 
(І^арргохітаііоп,  1е  тёте  потЬге  сіе  Ногпегз  ^ие  йапв  Іе  ргосёсіё  (іе 
Ые\ѵ1оп  аКегпё  запз  аѵоіг  Іе  тёте  потЬге  сіе  сопігбіез. 

Коиз  аггіѵопз  а  1а  сопсіивіоп  ^ие  Іе  ргосёйе  йе  ЫеЫоп  аііегпё  езі 
Іе  теіИеиг  роиг  Іе  саІсШ  ргаЩие,  зі  Ѵоп  рагі  й'ипе  ѵаіеаг  8а//І8ат- 
тепі  гарргоскёе* 


о  НЕКОТОРЫХ  ОЦЕНКАХ  НАИЛУЧШЕГО  ПРИБЛИЖЕНИЯ  И  В  ЧА- 
СТНОСТИ  ОБ  ОДНОЙ  ОСНОВНОЙ  ТЕОРЕМЕ  ВАЛЛЕ  ПУССЕНА. 

Е.  Я.  Ремез  (Киев). 

1.  Среди  основных  предложений,  относящихся  к  оценке  наилучшего 
приближения  (минимального  приближения)  р  функции  действительного 
переменного  /(х)  на  данном  отрезке  а^х^Ь  посредством  полинома 
степени  ^  я,  следующая  теорема,  принадлежащая  Балле  Пуссену  ^), 
является,  без  сомнения,  одною  из  наиболее  важных: 

„Пусть  Р„{х)  означает  некоторый  полином  степени  и  допустим, 
что  разность/ — принимает  в  некоторых  п  -\-2  последовательных  точках 
лго  <  лг^  <  <  ...  <С^п+і  отрезка  [а,  Ь]  значения  с  чередующимся 
знаком;  тогда,  обозначая  через  ]і  наименьшую  из  абсолютных  величин 
|/(х.)  —  Р„(л:.)  I,  /  =  0,  1,  2,...,  п-[-\,  можно  утверждать,  что  р^рі.** 

Известна  существенная  роль,  которую  суждено  было  сыграть  этой  тео- 
реме при  решении  некоторых  основных  проблем,  касающихся  определе- 
ния порядка  наилучшего  приближения  непрерывных  функций  ^).  С  дру- 
гой стороны,  автор  настоящей  заметки  имел  случай  оценить  всю  важ- 
ность этой  же  теоремы  с  несколько  иной  точки  зрения,  когда  он  пред- 
принял некоторые  исследования  в  направлении  разработки  общих  спосо- 
бов последовательного  приближения  для  эффективного  численного 
определения  полиномов  наилучшего  приближения^). 

В  первых  трех  параграфах  настоящей  заметки  я  отмечаю  синтетически 
некоторые  предложения,  имеющие  своим  предметом  либо  повышение 
нижней  границы,  которая  устанавливается  для  наилучшего  приближения 
теоремою  Балле  Пуссена  (пп.  1,  2),  либо  распространение  этой  теоремы 
на  общие  случаи  аппроксимации  ограниченной  функции  посредством 
линейных  комбинаций,  с  постоянными  коэфициентами,  некоторых  других 
ограниченных  функций  (п.  3)*). 

1)  СЬ.  (іе  1а  ѴаИёе  Роиззіп,  5иг  Іез  роіупбтез  (1'арргохіта1іоп  е1  1а 
гергёзепіаііоп  арргосЬёе  ё'ип  ап^іе,  ВиІІеІІпз  ГАсасі.  (іе  ВеЫаие,  1910, 
рр.  808  —  844,  п°п°  15,  17. 

2)  Ср.  5.  Вегпзіеіп,  5иг  Іез  гесІіегсЬез  гёсепіез  геіаііѵез   а   1а  теіИеиге 
лрргохітаііоп  сіез  іопсііопз  сопііпиез  раг  йез  роіупбтез,  Ргосее(ііп§з  оі  Ше 
іпіегпаііопаі  соп§ге5з  о!  таІЬетаІісіапз,  т.  I. 

3)  а)  Сотріез  Кепдиз  Рагіз,  зёапсе  &\х  11  іиіп  1934;  б)  там  же,  зёапсе  сіи 
30  іиіИеІ  1934;  в)  Записки  Харківського  математичного  товариства,  сер.  4, 
т.  X  (1934);  г)  монография  „Про  методи  найкращого,  в  розумінні  Чебишова, 
наближеного  представления  функций",  Видавництво  УкраТиськоТ  АкадеміТ 
Наук,  1935. 

4)  В  ЭТОТ  параграф  (п.  3)  вошли  некоторые  результаты  моих  предшествую- 
щих исследований;  см.  предыдущую  сноску,  г). 
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прежде  всего,  если  обозначить,  в  условиях  теоремы  Балле  Пуссена,  I 
через  р.'  наименьшее  из  положительных  значений,  принимаемых  раз-і 
ностью  / — на  множестве  рассматриваемых  п-{-2  точек,  и  через  )л"  — 
наименьшую  из  абсолютных  величин  отрицательных  значений  (той  же 
разности  на  том  же  множестве  п-\~2  точек),  тогда  среднее  арифмети- 
ческое -\~  все  еще  является  нижней  границей  для  наилучшего 
приближения  р. 

Доказательство  этого  правила  получается  непосредственно ,  путем 
замены  в  теореме  Балле  Пуссена  (х)  на  (х)  -\-  2  *  ^"^^  "Р^" 
стое  замечание  само  по  себе  может  быть  использовано  весьма  часто 
в  практике  приближенного  определения  полиномов  наилучшего  прибли- 
жения. 

Мы  приходим  (п.  2)  к  дальнейшему  повышению  нижней  границы 
наилучшего  приближения,  исходя  из  того  основного  замечания,  что 
числитель  и  знаменатель  известного  явного  выражения,  найденного  Балле 
Пуссеном  для  наилучшего  приближения  на  множестве  п-\-  2  точек, 
могут  быть  рассматриваемы  как  разделенные  разности  (п-[-\)-то  порядка 
от  некоторых  функций,  и  преобразовывая  эти  разделенные  разности  1 
надлежащим  образом. 

В  последнем  параграфе  (п.  4)  выясняется,  что  то  же  замечание 
может  служить  точкой  отправления  также  в  исследовании  или  доказа- 
тельстве некоторых  других,  важных  в  том  или  ином  отношении,  свойств 
наилучшего  приближения. 

2.  Пусть  дано  множество  т  точек  {т^  \  ) 

на  действительной  оси  и  некоторая  функция  /(г),  определенная  на  этом 
точечном  множестве.  Положим 

(2)  (2г  —  г^)  (г  —X)  •  •  ■     —  ^т)     «  (^) 

и  рассмотрим  разделенную  разность  {т — 1)-го  порядка 


В  силу  рекуррентных  соотношений,  связывающих  разделенные  разности 
последовательных  порядков,  мы  можем   выразить  разделенную  разность 

(3)  через'  линейные  однородные  комбинации  разделенных  разностей 
низших  порядков,  а  именно 

(4)  /{г^,  2^,..,  ,  г^  =  2:2, ... ,       і)  — 
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Разумея  под  л  какое-нибудь  из  чисел  1,  2,  1,  будем  иметь 

вообще 

г+1 

где        =  -2^2' •  •  • ' -^т)  означают  некоторые  рациональные  выра- 

жения,' не  зависящие  от  рассматриваемой  функции  /(^),  и  мы  усматри- 
ваем непосредственно,  переходя  от  г  к  г  1 ,  что  коэфациенты  Л^?^] 
(5—1,  2,       г-\-\)  в  формуле  (5)  всегда  имеют  чередующееся  знаки: 

(6)  (-1Г^-МЙ^>0 

(т^2;  г-=1,  2,         т---!;  2,  . .  . ,  /--{-І). 

Обращаясь  к  предмету  настоящей  заметки,  мы  займемся  рассмотре- 
нием некоторых  свойств  наилучшего  приближения  ро  функции  /(х)  на 
множестве  п-\-2  точек  х^<^х^<^х<2^<^  .  .  .<і  расположенных  на 

отрезке  [а,  ^].  Отношение  этих  свойств  к  оценке  наилучшего  прибли- 
жения р  на  всем  отрезке  [а,  определяется  очевидным  неравенством 
р^Ро- 

Рассмотрим  известную  принадлежащую  Балле  Пуссену  °)  формулу 
для  наилучшего  приближения  посредством  полинома  степени  на 
множестве  п-\~2  точек.  Представляя  ее  в  виде 

-/(-Ур)  I   Нх\)  [  ,     /  (^пн-і) 

'7\  -4-0  (о^(.го)  "і  о)'(-Уі)  '  •  •  '  ~^  ^'{Хп+\) 


где  (О  (л:)  имеет  значение,  аналогичное  (2)  [разумеется,  с  заменою  множе- 
ства т  точек  (1)  множеством  /г -[-2  точек  х^<^х^<^х^<^  <^х^^^\  мы 
замечаем,  что  числитель  представляет  собой  не  что  иное  как  /(лТд,  х^, . . . 
.  •  •  >-^„+і)'  в  то  время  как  знаменатель  равным  образом  представляет  собою 
разделенную  разность  другой  функции  і  (х),  определяемой  на  рассмат- 
риваемом множестве  точек  условиями 

(8)  ХК-)-=(~-іУ    (/  =  0,  1,  2,...,  я+І). 

В  том  специальном  случае,  когда  /(х)  имеет  чередующиеся  знаки 
при  х  =  х^,  х^,  .  .  . ,  наилучшее  приближение  р^  оказывается  пред- 


5)  Ор.  сіі;  см.  также  его  1е^оп5  §иг  Гарргоіітаиоп  сіез  Іопсііопз  сІ'ипе 
ѵагіаЫе  гёеііе,  п^п'"  58,  59. 


237 


і 


ставленным  при  помощи  формулы  (7)  в  виде  обобщенного  среднего  ариф-  і 
метического  п-\-2  положительных  количеств  ,  взятых  с  поло^ 

жительными  же  весами.  Это  дает  возможность  в  упомянутом  специалі^ 
ном  случае  непосредственно  получить  с  помощью  наименьшего  из  /г  -[-  ^ 
количеств  \/(х^)  \  нижнюю  границу  для  ро;  заменяя  же  в  общем  случае 
/на  /-—Р^  и  помня,  что  ро  ^  и  получаем  доказательство  класс» 

ческой  теоремы  Балле  Пуссена  (п.  1).  Переписывая  формулу  (7)  в  виде 

(9)  '     -І-о  ^/(-^о^  х^^ . . , ,  -^я+і) 

и  пользуясь  преобразованием  (5),  можно  поставить  себе  целью  отыскаті 
некоторые  другие  значения  для  нижней  границы  наилучшего  при- 
ближения. 

Сама  формула  (7)  может  быть  получена,  если  выразить  числитель 
и  знаменатель  в  (9)  посредством  линейных  комбинаций  разделенных  раз- 
ностей яз^л^вого /горж^лга  соответственно  функций  /(х)  и  і(х).  Используй 
в  следующую  очередь  разности  первого  порядка,  получаем 

5  =  0  5  =  0  -у  -У+І 


(10)      ±р„  =  ^ 


Это  может  быть  записано  также,  если  положить  — —  =  В 


X.  —  X 


виде  *) 


(11)  ±Р( 


і+1 


25„Д/(^.)-/(^..і)] 


5  =  0 


^В„Д{х^)-Х{х^,,)] 

5  =  0 


где  В^^^  (5  —  0,  1,         я)  все  еще  имеют  чередующиеся  знаки: 
(6')  (_1)«^^В„^^>0, 

и  где  разности  (л:^) —  (л:^.;.^),  знаки  которых  также  чередуются,  имеют 
все  одну  и  ту  же  абсолютную  величину  2. 

Допустим  теперь,  что  найден  некоторый  полином      (х)  степени 
такой,  что  разность 

(12)  ^(x)-Р,{x)^^(x) 

имеет  чередующиеся  знаки  при  х=^х^,  х^,  х^, .  . . ,  -^л-і-і*  ГІоскольку  наи- 

6)  Как  мне  сейчас  стало  известно,  формула,  эквивалентная  (И),  была  для 
иной  цели  использована  І^.  8иррап1зсЬі1зс1і'ем  (ЗЙгіш^зЬегісЫе  сіег  ХѴіепеГі 
АкасІетіе,  АЫ.  Па,  т.  123  (1914),  стр.  1553—1618). 
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лучшее  приближение  порядка  п  для  /(х)  является  таковым  же  и  для  А  (лг), 
мы  можем  заменить  в  числителе  (\\)/(х)  на  ^(x).  Тогда,  очевидно,  будем 
иметь 

2.1  ^«,.1  2  

(13)  Ро=--—  -п  • 

Отсюда  получаем  следующее  неравенство,  которое  дает  новую  ниж- 
нюю границу  для  наилучшего  приближения: 

5=0,1,  ...,йѴ  ^  ) 

Это  неравенство  существенно  дополняет  и  уточняет  правило,  сфор- 
мулированное в  п.  1. 

Если,  переходя,  далее,  к  выражениям  через  разности  высших  поряд- 
ков, мы  пожелаем  получать  величину  наилучшего  приближения  в  виде 
среднего  арифметического,  как  это  имело  место  в  случае  разностей  ну- 
левого и  первого  порядков,  то  придется  ограничиться  случаем  эквиди- 
стантных точек  лТд,  лгі, . . . ,  Аг^+і.  Например,  пользуясь  разностями  вто- 
рого порядка,  мы  получаем 

й— I 


(15)  ±Ро=  — 


й-1 

г=0 


где  С^^__і  (/  —  О,  1,...,  я— 1)  обозначают  биномиальные  коэфициенты. 
Вполне  аналогичные  формулы  получаем,  беря  разности  любого  другого 
порядка  (разумеется,  меньшего  п-\-\). 

Применяя,  например,  формулу  (15)  к  случаю  функции  /{х)  =  \х\  на  отрезке 
[ — 1,  1],  находим  почти  без  вычислений,  что  наилучшее  приближение  для  ]  х\ 

на  множестве  2к-^1  точек  дг/—  —  1  ^р -І  (/~0,  1,  2,...,  2к)  посредством  по- 
линома степени  ^2к—1  имеет  своим  асимптотическим  значением  — ^ 
при  к — ^>оо. 

3.  Общая  задача  Ріаилучшего  приближения  ограниченной  функции 
/{Ху  у, .  .  .  ^  и)  (которая  в  остальном  может  обладать  любыми  разрывами 
непрерывности  и  к  тому  же  не  должна  непременно  быть  однозначно 
определенною)  на  некотором  точечном  множестве  пространства  {х,  уу  .  . и) 
посредством  линейной  комбинации 

(16)  Сіфі  {Ху  уу,..уи)  +  С2Ф2  (л:,  3/,  ...,«)  +  ...  4-  .  . . ,  и) 

п  ограниченных,  линейно  независимых  между  собой  функций,  так  же 
как  и  соответствующие  задачи,  касающиеся  решения  систем  эмпириче- 
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ских  уравнений,  содержатся  в  „задаче  минимального  приближения'' 
(термин  принадлежит  ОоейзееЬ'у  и  Балле  Пуссену),  которая  может  быть 
формулирована  следующим  образом"^}: 

Пусть  дана  система  несовместных  линейных  уравнений 

( 1 7)  а^х^  +  а^х^  +  •  •  •  +  «Л 

в  конечном  или  бесконечном  числе;  х^  х<^^  .  .  .  ,  х^  представляют  неиз- 
вестные, подлежащие  приближенному  определению  (число  п  неизвестных 
является  фиксированным),  коэфициенты  же  а^,  .  .  .  ,  а^,  /  являются  пе- 
ременными, подчиненными  тому  условию,  что  точка  ^  с  координатами 
Л;^,  . .  . ,  /  пробегает  некоторое  заданное  точечное  множество  С  в 
пространстве  (а^,        •  •  •  >  ^л'  О-  Обозначим  через  Д  отклонение 

(18)  1  —  (а^х^-\-а^х^-\-..,'{-а^х^)  =  ^ 

Задача  минимального  приближения  состоит  в  определении  значений 
неизвестных  х^,        * . . ,  х^  под  условием  минимизации  величины 

(19)  8ир|Д|  =І(л:і,  лг^,  х^). 

Назовем  расширенной  системой  ту  систему  несовместных  линейных 
уравнений,  которая  соответствует  замкнутому  множеству  О^  —  О+О' 
(замыканию  множества  С).  Величина  (19)  не  меняется  при  замене  О 
на  О^.  Условимся  еще  говорить,  что  г  линейных  форм 

(20)  /.  (лгі ,  ^2 ,  . . . ,  лг„)     а^^х^  +  а^^х^  +  •  •  •  +  Ѵп 

(і=1,  2,  г;  г^/г+І) 

являются  линейно  зависимыми  в  узком  смысле,  если  существует  система 
г  постоянных  к^,  /^2,  . . .  ,  ^^,  которые  все  отличны  от  нуля,  и  таких,  что 

(21)  Ѵі  +  Ѵ2  +  - О, 

предполагая,  сверх  того,  что  между  /^,  /2,  . . . ,  не  существует  другой 
зависимости  этого  же  рода  при  меньш,ем  числе  членов. 

Я  в  свое  время  исследовал^)  формулированную  выше  задачу  мини- 
мальиого  приближения  и  доказал,  между  прочим,  во-первых,  что  эта 
задача  всегда  имеет  решение  (либо  единственное,  либо  бесчисленное  мно- 
жество решений),  затем  —  тот  основной  факт,  что  минимальное  прибли- 
жение^ (т.  е.  минимум  величины  (19))  для  системы  (17)  является  вместе 
с  тем  минимальным  приближением  для  некоторой  конечной  подсистемы 
г  уравнений  (1  г  ^  я 1),  взятых  из  „расширенной  системы"  и  имею- 
щих линейно  зависимые  в  узком  смысле  левые  части. 

Здесь  я  хочу  лишь  остановиться  на  оценке  нижней  границы  мини- 
мального приближения  р  при  помощи  надлежащего  обобщения  теоремы 
Балле  Пуссена.  Это  обобщение  выражается  следующим  предложением: 

Теорема.  Пусть 

(22)  /.(Х^,  .  .  .  ,  ■^^^^,Л  +  «2/-^2+  •  •  •  +%і^п^^і 

(/=1,  2,  г) 

См.  мою  заметку  в  Докладах  Академии  наук  СССР,  І935,  т.  Ш  (ѴШ), 
№  8,  стр.  343— Зіб,  и  в  особенности  мою  монографию,  указанную  в  сноске  З),  г). 
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—  подсистема  г  уравнений  (1<г</г4-1),  взятых  из  „расширенной 
системы"  и  таких,  что  левые  части  их  линейно  зависимы  в  узком  _. 
смысле.  Пусть  к^,  к^,  .  .  .  ,  к ^,  — такая  система  г  постоянных,  что 
равенство   (21)  выполняется   тождественно.   Отклонения,  соответ- 
ствующие  рассматриваемым  г  уравнениям,  пусть  будут 

(23)  Д,.  =  А.(л:і,        ...  (/ 1,  2,  . .  .  ,  г). 

Допустим,  наконец,  что  для  некоторой  системы  значений  неизвест- 
ных х^=х^,  х^^х^,  . . .  ,  х^^х^,  полагая  АДлГі,  х^,  ,  .  .  ,  x^^^. 
(/"1,  2,  .  . .  ,  г),  имеем 

(24)  8^п  Ді .  8^п  к^  ^  8^П  Аз '  5^П  ^2  =  . . .  =  5^  А^*  к^. 

Тогда  минимальное  приближение  р  системы  уравнений  (17)  не  может 
быть  меньше  величины 

(25)  тіп{  |Аіі,  ІА2І,  ...  ,  КІ} 

Быть  равным  этой  величине  оно  может  лишь  в  случае 
.  |Ді|=ІД,|=... 
Для  ^а.оказательства  исходим  из  соотношения 

(26)  ^іАі  +  ^2^2  +  «  •  •  +  КК  ^         -ѴКкЛ"...  +  ^ 

которое  вытекает  из  (18)  и  (21),  каковы  бы  ни  были  значения  неиз- 
вестных лгі,  Хс^^  «  . ,  ,  х^.  Если  напишем  это  соотношение  один  раз  для 
х^—х^,  х^  =  х<^,  , . .  ,  х^  =  х^,  другой  раз  для  системы  значений  х^=х^^, 
Х2=^Х2(^,  .  . .  ,  •^л~'^лО'  ^о'горзя  является  решением  задачи  минимального 
приближения,  то  будем  иметь,  вычитая  почленно  и  полагая  для  сокра- 
щения А;(Хіо,  ^20,  . , .  ,  лг^о)  =  А.о  (/=1,  2,  ,  .  г): 

(27)  2^/(^/-Д/о)  =  0^ 

і  =  1 

Если  бы  теорема  была  несправедливой,  то  левая  часть  представляла  бы 
собой  сумму  некоторого  числа  г'(\^/^г)  отличных  от  нуля  слагаемых 
одного  и  того  же  знака,  что  невозможно. 

Доказанное  таким  образом  предложение  обнимает,  как  частные  слу- 
чаи, формулировки  теоремы  Балле  Пуссена  в  классических  случаях 
аппроксимации  непрерывных  функций  /{х)  посредством  полиномов  или 
конечных  тригонометрических  выражений.  Но  оно  равным  образом  при- 
менимо к  разнообразным  аналогичным  задачам,  выходящим  за  рамки 
упомянутых  классических  случаев,  как  то  к  задаче  аппроксимации  раз- 
рывных функций  или  функций  нескольких  переменных  и  т.  д.  Мы  не 
будем  здесь  останавливаться  на  частных  формулировках  ^),  которые  отсюда 
получаются. 

Заметим  в  заключение,  что,  когда  одно  из  количеств  а^,  ..о, 
остается  постоянным,  например,  тождественно  равным  единице  (это  имеет 
место  в  наиболее  часто  встречающихся  случаях,  в  частности  —  в  упомя- 


8)  См.  сноску  3),  г), 
16  Сборник  Грайв 
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нутых  классических  случаях  аппроксимации  функций),  то  величина  д  (25) 

может  быть  заменена  величиною  у  (|х'-1- аналогичною  той,  которая 

была  определена  в  п.  1 ,  что  дает,  вообще,  более  точную  нижнюю  гра- 
ницу для  р. 

4.  Рассмотрения  п.  2  дают  повод  к  нескольким  замечаниям  относи- 
тельно использования  формулы  (9)  в  некоторых  вопросах,  касающихся 
связи  между  оценкой  наилучшего  приближения  функции  /(х)  посред- 
ством полинома  степени  ^ «  и  известными  „структурными  свойствами", 
характеризующими  течение  данной  функции  /(х)  на  отрезке  [<2,  Ь].  Мы 
начнем  с  установления  одной  вспомогательной  теоремы,  которая  может 
представить  некоторый  интерес  и  сама  по  себе.  Затем  мы  отметим, 
в  качестве  примеров  приложений  упомянутого  рода,  весьма  простые  дока- 
зательства некоторых  важных  предложений,  принадлежащих  С.  Н.  Берн- 
штейну  и  Балле  Пуссену. 

Заметим  прежде  всего,  что  знаменатель  х(-^о'  -^і'         ^п+\)  ^  Ф^Р" 
муле  (9)  является  вполне  определенной  функцией  совокупности  п-\-2 
точек  х^  <^х^  <^  •  •  •  <С-^/г+і '  ^  '^^  время  как  числитель  /(л:^,  х^,  .  .  . , 
зависит,  сверх  того,  от  выбора  самой  функции  /(х).  Согласно  хорошо 
известной  формуле  теории  конечных  разностей  ^),  имеем 

(28)  ^(х„х„  ...,х^^,)=(^^^  (а<х,<1<х„^,<Ь). 

Если  взять  частный  случай  /(х)  =х^'^'^,  то  это  выражение  обращается 
в  постоянную,  равную  единице.  Для  этого  случая,  исследованного  Чебы- 
шевым  10)^  хорошо  известны,  с  одной  стороны,  значение  наилучшего 
приближения 

на  отрезке  [а,  Ь]  посредством  полинома  степени  ^п,  с  другой  же  сто- 
роны —  множество  п-\-2  точек,  на  котором  наилучшее  приближение 
функции  /{х)=х^'^^    имеет   в    точности    то  же  значение,   а  именно 
„точки  максимального  отклонения  Чебышева": 

/п,гѣ\  а~\~Ь  ,  Ь—-а      (/г  4-1  —         /•      /л    і    о  іч\ 

(29)  х-==^-~^  +  -^~-со5^  {і==0,  1,  2,...,  я+1). 

На  всяком  другом  множестве  п-\~2  точек  отрезка  [а,  Ь]  наилучшее  при- 
ближение той  же  функции  /{х)  ==х^'^'^  будет  наверное  меньше  і^),  между 
тем  как  числитель  в  формуле  (9)  остается  постоянным  и  равным  единице. 
Таким  образом  мы  приходим  к  следующему  предложению,  выражающему 


9)  N.  Е.  Nбг1ип(і,  Ѵогіезип^еп  ііЬег  ОШегепгепгесИпип^,  Вегііп,  1924; 
В.  Л.  Гончаров,  Теория  интерполирования  и  приближения  функций,  ГТТИ, 
1934. 

10)  П.  Л.  Ч  е  б  ы  ш  е  в,  Теория  механизмов,  известных  под  именем  парал- 
лелограммов, Сочинения,  т.  I,  стр.  111 — 143;  Вопросы  о  наименьших  величинах, 
связанные  с  приближенным  представлением  функций,  там  же,  стр.  273—378. 

11)  Ср.,  например,  СЬ.  сіе  Іа  V  а  11  е  е  Р  о  и  з  з  1  п,  Ье?оп5  зиг  1'арргохіта- 
ііоп  еіс,  п°64. 
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экстремальное  свойство  множества  точек  максимального  отклонения 
Чебышева: 

Теорема.  Функция  совокупности  п-\-2  точек  х^,  лг^,  .  . х^^-^ 
(30)  |Х(^0'  -^і'  ••• 


і=0 


а^х^<іх^<С^  . . .  <^х^_^^^Ъ,  достигает  своего  наименьшего  зна- 
чения для  системы  значений  (29),  т.  е.  для  множества  точек  ма- 
ксимального отклонения  Чебыиіева  —  и  ни  для  какого  другого.  Это 

минимальное  значение  равно  ^-^—т^ут^  •  Таким  образом  всегда  имеем 

неравенство 

причем  соотношение  равенства  имеет  место  только  дли  значений  (29). 

Следствие  I.  Если  функция  /(х)  обладает  на  отрезке  {а,  Ь}  длины 
Ь  —  а^ІН  производною  {п^-Ц-го  порядка,  которая  удовлетворяет 
неравенству 

(32)  8ар  (л:)]<Л1, 

то,  обозначая  через  р  =  ^^[/(х)]  наилучшее  приближение  функции 
/{х)  на  данном  отрезке  [а,  Ь]  посредством  полинома  степени  ^п, 
имеем 

(33)  ^Л/(-)]<(^,(|)"'. 

Это  непосредственно  вытекает  из  только  что  установленной  теоремы, 
если  принять  во  внимание  формулы  (9)  и  (28).  Мы  таким  образом  полу- 
чили простое  доказательство  предложения,  принадлежаихего  С,  Н.  Берн- 
штейну  12).  Формула  (33)  является,  впрочем,  более  точной,  содержа 
в  числителе  множитель  2,  вместо  множителя  4  в  упомянутом  предложе- 
нии Бернштейна  ^^^). 

Следствие  И.  Если  на  отрезке  [а,  Ь]  длины  2Н  имеем 

(34)  0<Л^<|Я«-^і)(;с)1<Ж, 
то 


12)  С.  Н.  Б  е  р  и  ш  т  е  й  н,  а)  О  наилучшем  приближении  непрерывных  функ- 
ций посредством  многочленов  данной  степени,  Сообщения  Харьковского  мате- 
матического общества,  сер.  2,  т.  XIII  (1912),  стр.  147;  б)  Ье^опз  зиг  Іез  рго- 
ргіёіёз  ехігётаіез  е1  Іа  теіИеиге  арргохітаііоп  еіс,  Рагіз,  1926,  стр.  10. 

12а)  Рукопись  этой  заметки  была  сдана  редакции  настоящего  сборника 
7  октября  1936  г.  Печатание  сборника  затянулось.  Между  тем  весной  1937  г. 
вышла  новая  замечательная  монография  С.  Н.  Бернштейна  „Экстремальные 
свойства  полиномов  и  наилучшее  приближение  непрерывных  функций  одной 
вещественной  переменной",  ч.  I,  где,  между  прочим,  рассматриваемая  формула 
уже  получена  (другим  методом)  с  коэфициентом  2. 
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Доказательство  м  Здесь  является  НейбсредСтвемным  й  получается 
подобно  предыдущему  ^^).  Это  предложение  также  принадлежит  С.  Н.  Берн- 
штейну  (Іос.  сіі). 

Чтобы  привести  еще  один  пример,  где  могут  быть  использованы 
предыдущие  рассмотрения,  отметим  весьма  простое  доказательство  одной 
теоремы  Балле  Пуссена  ^^),  которая  дает,  нижнюю  границу  наименьшего 
расстояния  §  двух  соседних  точек  множества  п-\-2  точек 

•^о      -^і  ^  •  •  •  ^ ^П-і-І 

(множество  Яд),  взятых  на  отрезке  [а,  Ь],  когда  дано  наилучшее  прибли- 
жение рд  на  точечном  множестве  Е^  для  некоторой  функции  /{х), 
удовлетворяющей  условию  (32).  Здесь  для  получения  результата,  най- 
денного Балле  Пуссеном,  достаточно  отбросить  в  сумме  (30)  все  члены 
за  исключением  двух,  которые  соответствуют  смежным  точкам  х-,  х^.^^, 
таким,  что  х.^і—х^=^Ь.  Принимая  во  внимание  (9)  и  (28),  будем 
иметь,  очевидно, 

Рѳ<(;Г^!  •§(&—«)«» 
откуда  и  получается  неравенство  Балле  Пуссена 


13)  Первое  из  неравенств  (35)  следует  непосредственно  из  того  замечания, 
что  Е„[/{х)],  т.  е.  наилучшее  приближение  на  целом  отрезке  [а,  Ь],  не  меньше 
наилучшего  приближения  на  множестве  точек  (29),  которое  составляет  часть 
этого  отрезка;  второе  неравенство  (35)  не  отличается  от  (33)  и  связано,  разу- 
меется, с  тем  обстоятельством,  что  Е,^{/{х)]  равно  наилучшему  приближению 
той  же  функции  /{х)  на  некотором  (неизвестном)  множестве  п-\-2  точек 
отрезка  [а,  Ь]  (ср.  Іос.  сіі  И)), 

і^)  Ор.  сіі  11),  59. 


ИССЛЕДОВАНИЯ  О  БЕСКОНЕЧНЫХ  ПОДСТАНОВКАХ. 


А,  К.  Сушкевйч  (Харьков). 

1.  В  моей  работе  „ОЬег  еіпеп  тегк\ѵйгсіі^еп  Туриз  сіег  ѵегаіі^^ешеі" 
пегіеп  ипепсііісііеп  Огирреп"  і)  я  рассмотрел  подстановки  со  счетным 
множеством  символов  2)  (обозначаемых  мною  номерами  1,  2,  3,  . ,  /г,  . , .); 
я  разделяю  эти  подстановки  на  четыре  следующих  типа: 

1)  Обычные  подстановки,  нижние  строки  которых  содержат  все 
номера  п  и  каждый  по  одному  разу,  т.  е.  являются  настоящими  пере- 
мещениями номеров  1,  2,  3, . . . 

2)  Недостаточные  подстановки,  нижние  строки  которых  содержат 
не  все  номера  но  каждый  входящий  туда  номер  —  только  один  раз. 
Между  этими  подстановками  я  выделяю  те,  в  нижних  строках  которых 
отсутствует  бесчисленное  множество  номеров;  такие  подстановки  назовем 
абсолютно  недостаточными. 

3)  Избыточные  подстановки,  нижние  строки  которых  содержат  все 
номера  /г,  при  этом  некоторые  (может  случиться,  что  и  все)  —  по  не- 
сколько раз  (быть  может,  и  бесчисленное  множество  раз);  в  случае, 
если  каждый  номер  встречается  бесчисленное  множество  раз^  назовем 
такую  подстановку  абсолютно  избыточной, 

4)  Смешанные  подстановки,  нижние  строки  которых  содержат  не  все 
номера,  но  некоторые  номера  там  встречаются  по  несколько  раз. 

В  этой  моей  работе  я  имею  в  виду  рассмотреть  некоторые  свойства 
всех  этих  под(5:тановок  и  построить  из  них  обобщенные  группы. 

Заметим,  что  произведение  двух  подстановок  одного  и  того  же  типа 
есть  подстановка  того  же  самого  типа.  Произведение  некоторой  подста- 
новки Р  на  обычную  подстановку  (поставленную  справа  или  слева)  — 
того  же  типа,  что  и  подстановка  Р. 

Ассоциативный  закон  выполнен  для  умножения  наших  подстановок. 

„Тождественная  подстановка"  ^  ^  4*")~(л)  ^^^^^'^'^^  ^^У~ 

сторонней  единицей  для  подстановки  каждого  из  рассмотренных  типов: 

РЕ=ЕР  =  Р. 

2.  Теорема.  Все  обычные  подстановки  образуют  обычную  группу, 
содержаШіую  своими  подгруппами  конечные  обычные  группы  всех  воз- 

1)  Записки  Харк.  матем.  т-ва,  сер.  4,  т.  IX  (1934),  стр.  39 — 44. 

2)  Я  встречал  такие  подстановки  у  А.  Хаара,  ОЬег  ішепсІІісЬе  коттиіаііѵе 
Огирреп,  МаШ.  2еіІ5с1іг.,  т.  33  (1931),  стр,  129—159,  §  1;  их  рассматривает  также 
О.  Шрейер. 
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ложных  типов;  эту  группу  можно  рассматривать  как  внешнее  пре- 
дельное множество  всех  обычных  симметрических  групп. 

Доказательство.   Всякая  обычная  подстановка  Л ~  (     |  ,  оче- 

видно,  имеет  обратную,  тоже  обычную  подстановку:  Л~'  =  ('^'*^;  отсюда 

уже  следует,  что  группа  обычных  подстановок  —  обычная.  Эта  группа 
содержит  симметрическую  группу  любой  степени  т^  ибо  всякую  под- 
становку т  символов  можно  представить  как  подстановку  счетного  мно- 
жества символов,  в  которой  всякий  символ  с  номером,  превосходя- 
щим ту  переходит  сам  в  себя.  А  всякая  обычная  конечная  группа 
является  ведь  подгруппой  некоторой  симметрической  группы.  Последняя 
часть  теоремы  следует  из  того,  что  наши  бесконечные  подстановки  могут 
быть  рассматриваемы  как  пределы  обычных  конечных  подстановок. 

Обычная  бесконечная  подстановка  может  быть  разложена  на  незави- 
симые циклы;  эти  циклы,  равно  как  и  их  множество,  могут  быть  конеч- 
ными или  бесконечными;  бесконечный  цикл  должен  быть  непременно 
открытым  с  обеих  сторон.  Порядок  подстановки,  имеющей  хоть  один 
бесконечный  цикл,  должен  быть  тоже  бесконечным;  но  если  даже  все 
циклы  подстановки  конечны,  то  порядок  такой  подстановки  может  быть 
все-таки  бесконечным, —- именно,  если  порядки  этих  циклов  не  имеют 
верхней  границы.  Если  же  порядки  независимых  циклов  подстановки 
не  превосходят  данного  конечного  числа  т,  то  порядок  такой  подста- 
новки непременно  конечен  —  он  равен  общему  наименьшему  кратному 
порядков  всех  циклов. 

Пример  бесконечного  цикла: 

/1  234567    89  10  И  12. ..\ 

\2  416385  10  7  12    9  14.../"^ 

11,  9,  7,  5,  3,  1,  2,  4,  б,  8,  10,  ...). 

Пример  подстановки  с  двумя  бесконечными  цик- 
лами: 

/  1  2  3  4  5    6    7  8  9  10  11  12  13  14. ..\ 
^"^"УЗ  6721  10  1145  14  15    8  918.../"^ 
:=(...,  13,  9,  5,  1,  3,  7,  И,  ...)(...,  12,  8,  4,  2,  6,  10,  ...). 

Пример  подстановки  бесконечного  порядка,  все 
ц  и  к  л  ы   к  о  т  о  р  о  й   к  о  н  е  ч  н  ы: 

/1  2345678    9  10  11  12...\__ 
^~"\1  3  2  5  6  4  8  9  10    7  12  13...;"" 
=  (1)  (2,  3)  (4,  5,  6)  (7,  8,  9,  10)  (11,  12,  13,  14,  15)  .  . . 

3.  Теорема.  Всякая  обычная  подстановка  А  может  быть  представ- 
лена следующим  образом: 

где  К  —  недостаточная,  Ь  —  избыточная  подстановки;  одна  из  этих 
обеих  подстановок  произвольна,  другая  —  при  данной  первой  —  может 
быть  выбрана  несколькими  способами* 


246 


Доказательство.  Пусть  Л==1    ),  и   положим,  что  (  ) 

нам  дана;  а^,  а,,  а^,  ,  .  .  — некоторый  ряд  натуральных  чисел  (не  всех). 
Построим  Ь  следующим  образом:  символ  должен  переходить  в  а^, 
а  символы,  отличные  от  всех  а^,  должны  быть  произвольным  образом 
сопряжены  с  символами  а^. 

Пусть  теперь  кроме  А  нам  дана  еще  подстановка  Ь.  Пусть  —  один 
из  символов,- который  в  I  переходит  в  а^,  —  один  из  символов,  ко- 
торый в  I  переходит  в  а^^  и  т.  д.  Тогда  и   наша  теорема 

доказана. 

Пример.  Пусть 


/1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  ...  \ 
\2  3  I  5  б  7  4  9  10  И  12    8  .  .  .у 


(1,  2,  3)  (4,  5,  6,  7)  ...  , 

1234567    8...\/  п 
3456789  10..  .)~-\п-{-2 


тогда 


123456789  10  И  12. 
а^2315674    9  10  И. 


::)• 


где  аир  произвольны. 

Замечание..  Если  Л  =  ДХ  (где  Л  —  обычная,  К  —  недостаточная, 
і  —  избыточная    подстановки),  а  В  —  любая  обычная   подстановка,  то 

(1)  К{ЬА-^В)  =  [ВА-Щ)  1  =  В^  (ВК)  (ІЛ-і)  =  (А-^К)  {Щ. 

Четыре  произведения  в  (1)  имеют  первыми  сомножителями  недостаточ- 
ные, а  вторыми  —  избыточные  подстановки. 

Теорема.  Все  недостаточные  подстановки  образуют  обобщенную 
левую  полугруппу;  все  избыточные  подстановки  образуют  обобщенную 
правую  полугруппу^). 

Доказательство,  Групповое  свойство  и  ассоциативный  закон  вы- 
полнены для  подстановок  этих  типов;  остается  проверить  закон  одно- 
значной обратимости.  Пѵсть 

(2)  ■'        К^К  =  К^К 

где  Кі,  К2  и  К — недостаточные  подстановки;  по  предыдущей  теореме 
можно  найти  избыточную  подстановку  Ь  так,  чтобы  КЬ  стало  равным 
тождественной  подстановке  Е,  и  (2)  даст 

Аналогично  можно  проверить  правый  закон  однозначной  обратимости 
для  избыточных  подстановок. 


3)  Я   называю    „обобщенной    левой   полугруппой"   всякую  обобщенную 
ассоциативную  группу  с  левым  законом  однозначной  обратимости;  аналогично 
определяется  „обобщенная  правая  полугруппа";  см.  мою  работу  „5иг  ^ие1^ае5 
ргоргіёіёз  (іез  зеті^гоирез  ^ёпёгаіізёз",  Записки  Ин-та  мат.  и  мех.  при  Харьк. 
ун-те,  сер.  4,  т.  13,  вып.  1, 
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4.  Пусть  /С  — любая  недостаточная,  а  А  —  избыточная  подстановки. 
Подстановка  Р  =  КЬ  вообще  смешанная;  действительно,  так  как  нижняя 
строка  К  содержит  только  часть  всех  символов,  то  и  нижняя  строка  Р 
будет  содержать  вообще  только  часть  всех  символов;  с  другой  стороны, 
так  как  нижняя  строка  ^  содержит  одинаковые  символы,  то  можно 
ожидать,  что  и  нижняя  строка  Р  будет  содержать  одинаковые  символы. 

/1  23  4  5    6    7    8  9...\ 
\1  3  5  7  9  11  13  15  17  .. .у  ' 

/1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  И  12  .\ 
и  3  2  1  4  3  2  1  8    7    6  5...;' 

/^12345678    9  10...Х 
и  2  4  2  8  6  8  6  12  10     .у  • 

Но  может  случиться,  что  подстановка  будет  недостаточной  или 
избыточной,  или  даже  обычной.  Легко  видеть,  что 

1)  КЬ  недостаточна,  если  символы  нижней  строки  К  не  сопряжены 
в  Ь  (т.  е.  никакая  их  пара  не  сопряжена)  и,  кроме  того,  имеются 
символы,  которые  в  і  не  сопряжены  ни  с  какими  нижними  символами 
подстановки  К. 

2)  КЬ  избыточна,  если  каждый  символ  сопряжен  в  I  по  крайней 
мере  с  одним  из  нижних  символов  /Сив  нижней  строке  К  имеются 
символы,  сопряженные  друг  с  другом  в  Ь. 

3)  КЬ  обычна,  если  всякий  символ  сопряжен  в  Ь  с  одним  и  только 
с  одним  нижним  символом  /с,  а  нижние  символы  в  ЛГ  не  сопряжены  в  Ь 
друг  с  другом. 

Но  подстановка  ^  =  ^К  всегда  смешанная,  ибо  она  не  может  иметь 
иных  нижних  символов,  кроме  тех,  которые  входят  в  нижнюю  строку  К, 
а  с  другой  стороны,  символы,  сопряженные  в  Ь,  остаются  сопряженными 
и  в  ^. 

5.  Лемма.  Пусть  Л,д  (у.=  1,  2,  .  . .,  г;  Х=  1,  2,  .  . .,  5)  гз  обычных 
подстановок  (равных  или  неравных),  К^  абсолютно  недостаточна, 
Ь  абсолютно  избыточна,  К^Ь^  —  А^^  (по  первой  теореме  п.  3;  легко 
видеть^  что  если  К^  абсолютно  недостаточна,  то  Ь^  можно  вы- 
брать абсолютно  избыточной);  можно  всегда  выбрать  абсолютно 
недостаточные  подстановки  /С,,...,  К^.  п  абсолютно  избыточные 
подстановки  Ь^,         Ь^  так,  чтобы  выполнялись  соотношения 

(3)  /^Лл-Ад    (х^І,  2,         г;  Х=1,  2,         5).  . 

Доказательство.  Обозначим  А^у         (ІХ)^  »       =  ^  (1)  |  » 

представляют  перестановки  всех  символов  /г;  а^^'^  образуют  только  часть 
всей  совокупности  символов  п.  Обозначим  через  ^^^^  (я=1,  2,  3,  .  .  .) 
дополнительное  множество  к  а^^\  т.  е.  множество  символов  п,  которых 
нет  в  множестве  а^^");  так  как  /С^  абсолютно  недостаточны,  то  все  мно- 

4)  „Сопряженными"  символами  в  данной  подстановке  я  называю  те  различ- 
ные символы,  которые  переходят  в  один  и  тот  же  символ. 


Пример.  К~ 

Ь^ 
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жества  р^'^^  2,  . . ,  ,  г)  бесконечны.  Подстановки     ДО-^^^^ьі  иметь 


п 

следующий  вид: 


(4)  к 


где  М'^^)  означает  символы  1,  2,  3,  .  . . ,  располом^енные  в  некотором 
порядке.  То-есть  мы  должны  доказать,  что  существует  (для  всякого 
Х==1,  2,  5)  такая  избыточная  подстановка  Ь-^,  которую  можно  пред- 
ставить в  г  разных  видах  (4)  (при  2,  г),  так  что  соотноше- 
ния (3)  окажутся  выполненными. 

Пока   мы    имеем   еще   только   подстановки    іСі=^  и 

~     т     т  )  '  удовлетворяющие  условию  /Сі^і  =  Лц,  Переставим  теперь 

в  столбцы  так,  чтобы  нижняя  строка  в  приняла  вид  а^^^^;  М^^^;  в  та- 
ком случае  верхняя  строка  в       примет  какой-то  вид  а^^\         т.  е.  мы 

получим  іі=І  ^,^,„1. 

Теперь  определим:  А'»=^  •  Этой  Гформулой  вполне  опреде- 
ляется. Строим,  далее,  і.^  следующим  образом: 


{4а)  і4 


мы  тогда  действительно  получим  /С^^^^^Л^^.-  Но  формулой  (4а)  еще 
не  вполне  определяется,  поскольку  Ь^^^  остается  произвольным.  Мы 
используем  этот  произвол  следующим  образом:  один  из  символов,  со- 
ответствующих в  Іі  символу  а^^^\  сделаем  соответствующим  в  Ь-^  сим- 
волу а^^"^^  (^=1,  2,...,  г;  п=\,  2,...);  это  возможно,  ибо  все  I) 
абсолютно  избыточны;  а  этот  символ,  соответствующий  в  символу 
сі\^^К  мы  и  обозначаем  через  а^^\  При  этом  условии  (3)  окажется  выполнен- 
ным. Кроме  того,  мы  можем  достигнуть  того,  чтобы  все  (а  также 
и  все  іу)  были  различными,  ибо  Ь-^  абсолютно  избыточны  (а  абсолютно 
недостаточны). 

6.  Пусть  ®  —  обычная,  конечная  или  бесконечная,  группа,  или  обыч- 
ная полугруппа,  образованная  из  бесконечных  обычных  подстановок; 
Е  —  тождественная  подстановка.  Разложим  Е  по  первой  теореме  п.  3: 
Е  =  К1,  где  К  недостаточна,  I  избыточна.  Образуем  совокупность  ШК', 
это  —  совокупность  смешанных  подстановок;  докажем,  что  она  —  группа 
или  полугруппа,  просто  изоморфная  с  @.  Действительно,  пусть 

(В=:Е-\-А-{-В  +  С-\~ 

тогда 

ШК^ІК+ІАК+ІВК+ІСК+ 
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Установим  между      и  ШК  следующее  соответствие: 

пусть  А    соответствует  ЬАК, 

В  „  ІВК,    и  т.  д.; 

тогда  АВ         „  1(АВ)К==1АК-1ВК, 

ибо  /СА  = —  единица  для  всех  наших  подстановок.  В  частности, 
Е^=ЬК,  идемпотентная  подстановка,  —  единица  для  группы  Ш>К,  в  чем 
нетрудно  убедиться.  Что  изоморфизм  между  группами  ©  и  ІѲ/Г  простой, 
следует  из  того,  что  при  Л  ф  5  также  и  ^Л/СФ  ^ВК  (иначе  мы  имели  бы 
КІАКЬ  =  КІВКІ,  т.  е.  А  =  В);  обратное  —  очевидно. 

Заметим,  что,  если  ®  полугруппа,  то  Е  может  и  не  входить  в  @. 

Обратно,  пусть  @^  =  -|-  Л^  -|-  +  Н~  •  •  •  —  обычная  группа,  об- 
разованная из  смешанных  подстановок;  —  единица  этой  группы.  Обо- 
значив через  нижние  символы  в  Е^,  мы  заключим  из  равенства  Е^  =  Е^, 
что  каждый  из  символов  в  Е^  соответствует  самому  себе,  т.  е.  Е^ 
имеет  следующий  вид: 

(5) 

где  —  „дополнительная"  совокупность  к  а„  (т.  е.  и  образуют 
совокупность  всех  символов   1,  2,  3,  и  каждый  символ  п  входит 

туда  только  один  раз),  а  а'  —  те  же  символы  а^,  только  в  ином  порядке. 
Кроме  того,  должно  быть 

А.  Е-^  •    ^\  \ ' —  1 

для  всякой  подстановки  А^  из  ®.  Это  показывает,  что  нижние  символы 
в  А^  не  могут  быть  отличными  от  и  что  символы,  сопряженные  в  Е^, 
сопряжены  также  и  в  А^.  Но  всякая  подстановка  А^  из  @  должна  иметь 
обратную  подстановку  А'^^,  так  что  А^А~^  =  А~^А^  =  Е^;  это  показывает, 
что  Е^  не  может  иметь  иных  нижних  символов,  кроме  тех,  которые 
входят  в  нижнюю  строку  А^]  сверх  того,  символы,  сопряженные  в  Л^, 
сопряжены  и  в  Таким  образом  все  подстановки  из  имеют  одни 
и  те  же  нижние  символы  и  одни  и  те  же  сопряжения,  т.  е.  отно- 
сительно символов       подстановки  из       обычные.  Положим  теперь 

очевидно,  что  К  недостаточна,  а  Ь  избыточна;  имеем  ЬК=Е^,  К^  =  Е 
(обычная  тождественная  подстановка).  Образуем  теперь  комплекс 

(^  =  т^1  =  КЕ,1-^КА^1-{-КВ,1+  .  .  .; 

КЕ^1==К1  =  Е;  все  подстановки  А=КА^1,  В  =  КВ^1,...  обычны. 
Можно  убедиться,  как  и  выше,  что  ®  —  обычная  группа,  просто  изо- 
морфная с        Итак,  имеем  следующий  результат: 

Теорема  Если  ®  —  обычная  группа  или  полугруппа  обычных  под- 
становок и  Е  =  КЬ  —  разложение  ее  единицы  (тождественной  под- 
становки) Е  на  недостаточную  (К)  и  избыточную  (I)  подстановки, 
то  ШК  ~  тоже  обычная  группа  или  полугруппа,  образованная  из 


250 


".мешанных  подстановок,  просто  изоморфная  с  ®.  Обратно,  вечная 
)бычная  г ру ппа  смешанных  подстановок  может  быть  получена 
щаким  образом^  все  подстановки  такой  группы  имеют  одни  и  те  же 
юпряжения  и  одни  и  те  же  нижние  символы, 

7.  Пусть  опять  @  =  Л -|- С-|- . . .  —  обычная  группа  (крнечная 
лш  бесконечная)  или  полугруппа,  образованная  из  обычных  подстановок. 
Пусть  по  первой  теореме  п.  3 

I  В  ■=  КЬі  =  -^^3      '  •  • » 

где  /С  —  недостаточная  подстановка,  а  1-^,  І^,  І^,  .  .  .  избыточны  (в  ко- 
нечном или  бесконечном  множестве).  Образуем  комплекс 

1(6)  ^^1^{^к+1^т+1^ш+ ... 

и  докажем,  что  это  —  левая  ^)  группа  или  полугруппа  (в  зависимости 
от  того,  группа  ли  или  полугруппа  @).  По  теореме  п.  6  все  Ьу&К  — 
Іобычные  группы  (или  полугруппы),  просто  изоморфные  с  @  и  попарно 
без  обищх  элементов,  ибо  их  единицы  различны:  единица  в  Ь^(^К  есть 
Еу  ±=Ь^К,  а  из  равенства  ^)ЛГ"^^^,/С  следует  І-^ЛХі  =  ,  Ь^Е  =  Ь^Е, 
Ц  =Ь^,  т.  е.  X  — }і.  Заметим,  что  в  случае  полугруппы  Еу^  (для  всякого  X) 
может  и  не  входить  в  ЬуОоК.  Далее,  если  А  и  В  —  две  любые  подста- 
^іовки  из  @,  то  мы  имеем 

(7)  І^АК-І^ВК=ІААВ)К. 

Структура  (6)  и  свойство  (7)  совокупности  ф  показывают,  что  ^  —  ле- 
вая группа  или  полугруппа®).  ^ 

Обратно,  пусть  ^  —  левая  группа^  образованная  нашими  бесконечными 
подстановками.  Очевидно,  что  подстановки  из  §  не  могут  быть  обыч- 
ными, так  как  эти  последние  могут  образовывать  только  обычные  группы 
и  полугруппы.  Но  так  как  каждая  подстановка  из  §  принадлежит  обычной 
группе,  то  на  основании  результатов  п.  6  заключаем,  что  такая  подста- 
новка, если  она  не  обычная,  может  быть  только  смешанной.  Группа  ^ 
образована,  таким  образом,  из  смешанных  подстановок.  Пусть 

где  —  обычные,  просто  изоморфные  друг  другу  группы  попарно  без 
общих  элементов.  Пусть  Е-^  —  единица  из  разложим  Е^  (как  в  конце 
п.  6):  Е^  =  1^К,  К  недостаточна,  Іі  избыточна,  КЬі  =  Е  (тождественная 
подстановка).  Имеем  Е,^  =  Е^Е^^  (Е^^Ь^)  К]  положим  Е^і^  =  1^;  легко 
убедиться,  что       тоже  избыточна;  кроме  того,  КІ^^  =  Е,  ибо  Е^  имеет 


5)  Я  называю  „левой  группой"  обобщенную  ассоциативную  группу,  для 
которой  верен  левый  закон  неограниченной  и  однозначной  обратимости;  —  „ле- 
вой полугруппой",  —  если  верен  левый  закон  только  однозначной  обратимости. 
Об  этих  обобщениях  см.  мои  работы  ОЬег  сііе  егкіИсЬеп  Огирреп  оЬпе  сіаз 
Оезеіг  сіег  еіпсіеиіі^еп  ІіткеІігЬагкеіі,  МаШ.  Апп.,  т.  99  (1928),  стр.  30 — 50,  и 
ОЪег  еіпе  Ѵега11§етеіпегип§  (іег  8еті§гирреп,  Записки  Харк.  мат.  т-ва,  сер.  4, 
т.  XII  (1936),  стр.  89 — 96;  см.  также  уже  цитированную  работу  8иг  ^ие1^ие5 
ргоргіёіёз  (Іез  зетщгоирез  ^ёпёгаіізёз. 

6)  Это  следует  из  результатов  моих  цитированных  выше  работ. 
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те  же  нижние  символы,  что  и  Е^.  Пусть  Лі  —  какой-нибудь  элемент 
из        а  ЯзЛі —Лд  —  соответствующий  элемент  из  имеем 

ибо  К1>2=^Е,  А^Е^  =  АіЕіЕ^  =  АіЕі=^А^;  это  показывает,  что 

одна  и  та  же  обычная  группа  из  обычных  подстановок. 

Обозначим  вообще  Е^1^==1^;  тогда  1уК=Е^,  Итак, 
имеем  следующий  результат: 

Теорема.  Если  @  —  обычная  группа  или  полугруппа  из  обычных 
подстановок,  и  Е^КІ^  (>.=  1,  2,.,.),  где  К  недостаточна,  а  1-^ 
избыточны,  то  комплекс  (6)  есть  левая  группа  или  полугруппа  из  сме- 
шанных подстановок.  Обратно,  всякая  левая  г  ру  ппа,  образованная 
бесконечными  подстановками,  может  быть  получена  таким  образом. 

Аналогичная  теорема  имеет  место  и  для  правых  групп  (и  полугрупп); 
там  мы  берем  такие  разложения  Е:  Я  =  ЛГіІ  =  ЛГ2^=  .  >  . ,  и  вместо 
формулы  (6)  получаем 

8.  Пусть  ©  попрежнему  -—  обычная  группа  или  полугруппа  обычных 
подстановок,  и  пусть  даны  еще  разложения 

Е  =  К,1^=.К,1^  2,...,  г;іХ=1,  2,...,  ^). 

По   лемме  п.  5  можно   выбрать        абсолютно   недостаточными  и 
—  абсолютно  избыточными  так,  что  произведения  К^^x  (х  =  2,  . .  . ,  г\ 
\=2,  . .  .,  з)  будут  обычными,  заранее  заданными  подстановками,  напри- 
мер, из  ©.  Образуем  следующий  комплекс: 

(8)  «?=2  2^х®^.- 

Этот  комплекс  —  обобщенная  группа  (или  полугруппа),  которую  я  назвал 
„группою  типа  ядра"  ^);   можно   представить        в  следующих  видах: 

^  =2  ^^^х  —  2  ^)^'  "2^>.®^х  ~"  -^евые  группы  (или  полугруппы), 

х==1      '       1=1  1=1 
г  » 

а       ~  2  ^і^^х  "™  правые  группы'  (или   полугруппы).        —  Ьх®Ку  — 

обычные  группы  (или  полугруппы);  в  случае  групп  все  просто  изо- 
морфны друг  другу;  в  случае  полугрупп  изоморфизма  может  и  не  быть. 
Это  все  можно  доказать  совершенно  тем  же  методом,  что  и  примененный 
мною  в  работах  ОЬег  йіе  Маігігепсіагзіеііип^  йег  ѵегаіі^ешеіпейеп  Огцр- 
реп  (Записки  Харк.  мат.  т-ва,  сер.  4,  т.  VI)  и  ОЬег  еіпе  Ѵегаіі^етеіпе- 
гип^  (Іег  Зеті^шрреп  (цитирована  в  п.  7).  Обычные  подстановки  играют 
здесь  роль  неособенных  матриц  порядка  п,  недостаточные  и  избыточные 
подстановки  —  роль  прямоугольных  матриц,  а  смешанные  подстановки  — 
роль  особенных  матриц  т-то  порядка  и  ранга  п<^т.    Из  п.  5  можно 

■^)  См.  мои  работы,  цитированные  в  п.  7, 
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заключить,  что  всяі^ая  конечная  группа  типа  ядр^  может  быть  представ- 
лена изложенным  выше  методом  при  помощи  бесконечных  смешанных 
подстановок. 

Если  число  г  или  5  или  оба  становятся  бесконечными,  то  лемма  п.  5 
остается  верной,  так  как  мы  выбираем      и  Ь^^  соответственно  абсолютно 
недостаточными  и  избыточными.  Поэтому  результаты  данного  параграфа 
верны  и  тогда,  когда  совокупности  подстановок       или  подстановок 
являются  счетно  бесконечными. 


о  СОПРЯЖЕННЫХ  ЭЛЕМЕНТАХ  В  КОНЕЧНЫХ  ГРУППАХ. 


В.  к.  Турки  н  (Москва). 

В  своей  работе  „О  квазинормализаторах  элементов  конечных  групп" 
автор  настоящей  работы  ввел  понятие  о  квазинормализаторе  элемента  ко- 
нечной группы  для  случая,  когда  порядок  этого  элемента  является  сте- 
пенью простого  числа.  Пользуясь  понятием  квазинормализатора,  автор 
получил  ряд  теорем  о  группах  конечного  порядка.  В  настоящей  работе 
автор  обобщает  понятие  квазинормализатора  на  случай  элемента  произ- 
вольного конечного  порядка  и  доказывает  некоторые  новые  теоремы  о 
сопряженных  элементах  в  конечных  группах. 

Пусть  Л  есть  элемент  порядка  к  группы  ®  и  пусть  г  есть  некоторый 
делитель  числа  Н.  Мы  будем  называть  квазинормализатором  элемента  Л 
по  модулю  г  совокупность  элементов  X  группы  Оо,  для  которых  выпол- 
няется условие 

(в  работе  автора  1)  разобран  случай,  когда  а  следовательно,  и  г  являются 
степенью  простого  числа). 

Нетрудно  доказать,  что  квазинормализатор  является  группой  (под- 
группой данной  группы  (^).  Действительно,  из  равенств 

Х^АХ-^  ^А""^,  т^^Х  (то(1г), 
Х^АХ-^  ^А'^^  1  (тосіг) 

следует  равенство 

(Х.Х^)А(Х^Х^)--^=^Х^Х^АХ~^Х-^  ^  Х^А^^Х^'  ^  (Х^АХ'Т' 
где 

т^т^^  1  (тосіг). 

Следовательно,  произведение  двух  элементов  квазинормализатора  также 
является  элементом  квазинормализатора.  Далее,  если  X  есть  элемент 
квазинормализатора,  то  Х~'^  также  содержится  в  этом  квазинормализаторе. 

Квазинормализатор  элемента  А  по  модулю  г  мы  будем  обозначать 
через  3^(Л,г).  В  работе  і)  квазинормализатор  элемента  А  порядка  по 
модулю      (і^к)  обозначался  через  при  обозначениях,  употребля- 

емых в  этой  работе,  этот  квазинормализатор  запишется  как  ^Зі(Л,/?^). 

1)  Доклады  Академии  наук  СССР,  т.  III  (XII)  (1936),  №  8;  подробное  изложе- 
ние  содержится  в  работе,  печатающейся  в  настоящее  время  в  Математическом 
сборнике. 
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Пусть  А  есть  элемент  порядка  к,  г  —  делитель  числа  к  ш  з  —  дели- 
тель числа  г.  Всякий  элемент,  входящий  в  5^  (Л,  г),  содержится  также 
в  91  (Л,  5).  Следовательно,  9і(Л,г)  или  совпадает  с  91  (Л,  5),  или  явля- 
ется подгруппой  этой  группы.  Если  91(Л,/')Ф  Ш{А,  5),  то,  как  легко 
доказать,  97  (Л,  г)  является  нормальным  делителем  группы  91  (Л,  5),  причем 
дополнительная  группа  9^  (Л,  5)|9?  (Л,  г)  —  абелева.  > 


В  работе  1)  доказана  следующая  основная  теорема  о  квазинормализа- 
торах элементов  порядка,  равного  степени  простого  числа: 

Пусть  Л  есть  элемент  порядка  (р  —  простое  число)  некоторой 
группы.  Если  9с  (Л, /?^)  =Ь  91  (Л, "^^),  то  91  (Л, /7^+^)  есть  подгруппа 
индекса  р  группы  9і  (Л, Исключение  может  иметь  место  лишь 
в  случае  р=2,  \=\. 

Мы  докажем  сейчас  следующее  обобщение  этой  теоремы  на  случай 
квазинормализагора  элемента  произвольного  порядка: 

Теорема  I.  Пусть  А  есть  элемент  порядка  к  некоторой  группы 
и  пусть  к  делится  на  \\іг,  где  X,  \х,  г  —  целые  числа,  причем  г  делит- 
ся  на  Тогда,  если  97 (Л,  г)ф9і(Л,Хг),  то  91(Л,Х|л/')  есть  под- 
группа группы  91  (Л,  \г)  индекса^  делящего  }л. 

Доказательство.  Пусть  91  (Л,  г)  ф  91  (Л,  Хг),  Разложим  группу 
91  (Л,  г)  по  модулю  91(Л,)і')  (очевидно,  что  97  (Л,  \г)  является  подгруппой 
группы  97  (Л,  г)).  Каждая  смежная  система  такого  разложения  будет  со- 
стоять из  элементов  X,  для  которых  выполняется  условие 

ХАХ-^^^А"^,    т^\-^кг  (тойѴ), 

где  к  есть  некоторое  целое  число,  удовлетворяющее  условию  0^^<^Х. 
Предположим,  что  97  ( Л ,  )г)  —  97  ( Л ,  Х]!/*) .  Тогда  для  любого  элемента  X, 
входящего  в  97 (Л,  г)  и  не  содержащегося  в97(Л,Хг),  из  справедливости 
сравнения 

\     кг  (той  \г) 
будет  вытекать  справедливость  сравнения 

тщ  \  -\-  к'г  (той  \^г), 

где  к'  не  делится  на  X. 

Пусть  ^^есть  любой  элемент  группы  97 (Л,  г),  не  входящий  в  группу 
9і(Л,/.г).  Из  формулы 

ХАХ-'^^А'^,  1  +      (той  \]уг) 

вытекает  справедливость  формулы 

Х\'АХ~^-     Л'"'' ,    т^^(\-\~  к'г)^  (той  1\хг), 
Так  как  по  условиям  теоремы  I  г  делится  на        то  мы  получаем  ^ 
Х^АХ-ѵ-^А"^"^  ,    ^!^-^  1  +  ]кк'г  (той  1\1г). 
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Но,  так  как 


X^^<^(А^р^■), 


ТО  получаем,  что  к'  делится  на  X,  чего  быть  не  может.  Таким  образом 
доказано,  что  в  условиях  теоремы  I      (Л,      ф  Х}іг). 

Остается  доказать,   что   индекс  подгруппы  Х|лг)  относительно 

группы  91(Л,Хг)  делит  }х.  Пусть 

где  —  простые  числа  (разумеется,  не  обязательно  различные).  Рассмот- 
рим последовательность 

Пусть,  например,  9^  (Л,  )г)  ф  9^  (Л,  Х/?/).  Разложим  группу  3^(Л,Хг)  по 
модулю  9'1(Л,Х/7/).  Каждая  смежная  система  этого  разложения  будет  со- 
стоять из  элементов  X  группы  ^(Л,Хг),  для  которых  выполняітся 
условие 

ХЛХ"^  =  Л'^,    /?г  =  1  +  кіг  (той  Х/?/), 

где  /г  —  одно  из  чисел  ряда  О,  1,  2,  . .  1.  Очевидно,  индекс  под» 

группы  Щ,{Л,\Рі^)  относительно  группы  9^(Л,Хг)  равен  р^.  Совершенно 
так  же  можно  доказать,  что  если  Щ  (Л,  X/?/)  ф  (Л,  Х/?^/?2/'),  то  индекс 
подгруппы  (Л,  Х/7з/?2'*)  относительно  группы  Ш{ЛЛРі^)  равен  р^^  и  т.  д. 
Мы  получаем,  что  индекс  подгруппы  91(Л,  1\хг)  относительно  группы 
^1(А,1г}  делит  число  Р1Р2  -  - '  Рп^  Таким  образом  теорема  I  дѳ- 
казана. 


В  работе  5)  автором  была  доказана  следующая  теорема: 
Пусть  ®  есть  группа  порядка  р^п  (р  — простое  число,  п  не  делит- 
ся на  р)  и  пусть  А  есть  элемент  порядка  р^  этой  группы.  Если  в  Щ 
содержится  влемент  X,  удовлетворяющий  условию 

ХЛХ-5  =  Л^    т^\-\~р^  (то(1 

то р^^\^ р'^'^'^^  если  /?>2  или  Х>1. 

Мы  докажем  сейчас  следующую  более  общую  теорему: 

Теорема  II.  Пусть  А  есть  элемент  порядка  Н==р'^п  группы  ®  а 

пусть  г^р^ѵ  есть  некоторый  делитель  числа  к  (р  — простое  число; 

р  <  а;  и,  ѵ  не  делятся  на  р).  Если  в  группе  ®  имеется  элемент  X, 

для  которого 

Л'ЛX-'1  =  Л^    т~1+г  (тодір^-^-Щ, 

то  порядок  нормализатора  элемента  Ар  "  относительно  группы  Щ 
должен  делиться  на    число  Исключение  составляет  случай 

Доказательство.  Из  равенства 

ХАХ^-^^А"^,    т^\+г  {той  /7^%) 
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получаем 


где  А  —  А"-  и  к  есть  некоторое  число  из  ряда  1,  2,  3,  . . /; — Ь  Это 
показывает,  что  Ъ\[А\  р^)  ф  91  (Л', +  В  работе  доказано,  что  в  этом 
случае  в  последовательности  і 

будет  а  —  р  4"  ^  различных  групп,  если  только  мы  не  имеем  случая 
— 2,  р  =  1.  Следовательно,  индекс  подгруппы  91  (Л',  р")  относительно 
группы  9^  (Л',  /?^)  будет  равен  /^'^'-Р.  Группа  9і(Л',  р^)  есть  нормализатор 
элемента  А'  относительно  группы  @.  Следовательно,  элемент  А  содержится 
в  группе  Ш(А\  и  порядок  этой  группы  делится  на/;".  Мы  доказали, 
таким  образом,  что  порядок  группы  91  (Л',  делится  на  число 
Группа  91  (Л',  /7^)  или  совпадает  с  нормализатором  элемента  Л'-р^'^  или 
является  подгруппой  этого  нормализатора.  Теорема  Іі  доказана. 


Теорема  III.  Пусть  А  есть  элемент  порядка  к  группы  @  и  пусть 
{А}  есть  подгруппа,  порожденная  элементом  А.  Если  отношение 
порядков  нормализаторов  группы  {Л}  и  элемента  А  взаимно  просто 
с  ш(к),  то  элемент  А  не  может  быть  сопряжен  со  своею  степенью. 

Доказательство.  Предположим,  что  в  группе  ©  элемент  Л  сопря- 
жен со  своею  степенью;  пусть  X  есть  элемент  группы  @,  для  которого 

^ЛА^-і^Л'^,  тф\{тойк). 

Число  т,  очевидно,  должно  быть  взаимно  просто  с  к.  Следовательно, 
по  теореме  Ферма-Эйлера 

(то(і/г). 

Пусть 

^{к)=р^р^  ...р^_^гІ\ 

есть  разложение  числа  {к)  на  простые  множители  (из  которых,  разуме- 
ется, не  все  обязательно  различны).  Обозначим  через  9і^^ЧЛ,  г)  совокуп- 
ность элементов  V  группы  @,  для  которых 

где  г  есть  некоторый  делитель  порядка  к  элемента  Л.  Совокупности 
такого  рода  обладают  некоторыми  свойствами,  аналогичными  свойствам 
квазинормализаторов.  Так,  нетрудно  доказать,  что  всякая  такая  совокуп- 
ность является  группой  (см.  выше  доказательство  аналогичного  свойства 
квазинормализаторов).  Если  5  есть  делитель  числа  г,  то  Ш^^ЦА,  г)  или 
совпадает  с  9]^^^  (Л,  5)  или  является  подгруппой  этой  группы.  Если  т 
есть  делитель  числа  г,  то  Ш^'^ЦА^г)  или  совпадает  с  ЗІ^^ЦА.г)  или  яв- 
ляется подгруппой  этой  группы.  Легко  доказать,  что  в  последнем  случае 
^ІІ^){А,  г)  является  нормальным  делителем  группы  ^Ь^ЦА,  г).  Действи- 
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тельно,  пусть  есть  элемент  группы  (Л,  г)  и  есть  элемент  груп- 
пы        (Л,  г).  Пусть 

У^А  Л«ч     п^=  1  (той г); 

Г2ЛГ2"і=Л^     /2^  =  1  (тосіг); 

У2-^АУ^^А\  1  (той  г);     л^^;^  1  (той  А). 

Очевидно, 

(г,-"^  Г, Г,) л  (г-5  г, г^)-^  ===      г, г-^  г-  ^ у,  = 

У-^  У^А^-  г ~і  У^  ^  У~^  А^^^  У^  =  Л^». 

Мы  получили,  что  У^"^  Г^Кз  также  есть  элемент  группы  Ш^^ЦА,  г),  т.  е. 
3^^^^  (Л,  г)  является  нормальным  делителем  группы  ^І^^^  {А,  г). 
Рассмотрим  последовательность 

(Л,  к),  ...  /^^.„і)  (Л,  Н),  .  .  . ,    5^с(А)  (Л,  ^), 

ЗІ^і)(ЛД)===9І(Л,/г). 

Элемент  X  содержится  в  группе  (Л,  /г),  являющейся  нормализато- 

ром подгруппы  {Л}  относительно  группы  @,  и  не  содержится  в  группе 
Щ(Л,/г),  являющейся  нормализатором  элемента  Л  относительно  той  же 
группы.  Следоіательно,  в  нашей  последовательности  некоторые  два  со- 
седних члена  должны  быть  различными.  '  Пусть  91^^^^  ■^''—іМ-^і  Ф 
^ІІРір^"- Рі-^{рі){А,  к).  Для  упрощения  записи  положим  Рір2---Рі^і  = 
Согласно  вышедоказанному  группа  ^с^^)  (Л, /г)  является  нормальным 
делителем  группы  91^^^/^  (Л,  А).  Пусть  У  есть  некоторый  элемент  группы 
^ІІ^Рі)  {А,  к),  не  входящий  ь  группу  Ш^^ЦА^  к).  Элемент  УРі,  очевидно, 
должен  содержаться  в  Ш^^^  {А,  к),  так  как  из  соотношения 

У  А  Г- 1  ^  Л      пт  ~  1  (той  к) 
вытекает  соотноЕіение 

уРі  ЛГ-^І  ^А""^'  ,     {пРіу^  1  (той^). 

Мы  получаем,  следовательно,  что  индекс  подгруппы  ^(^)(Л,/$)  относи- 
тельно группы  {^Х^^"»  [А,  к)^  У)  (т.  е.  группы,  порождаемой  всеми  эле- 
ментами группы  Ш^"^  (А,  к)  и  элементом  У)  равен  Но  группа 
{51^^)  (Л, /г),  У)  совпадает  с  группой  Зі^^^і)  (Л, /^)  или  является  ее  под- 
группой. Мы  видим,  следовательно,  что  в  случае,  если  элемент  Л  сопря- 
жен со  своею  степенью,  отношение  порядков  групп  91^^^^^^  (Л,  и 
31  (Л, /г)  должно  делиться  на  некоторое  число,  являющееся  делителем 
числа  ср(Л).  Теорема  111  доказана. 


о  ХАРАКТЕРАХ  МОНОМИАЛЬНЫХ  ГРУПП. 


В.  к.  Турки  н  (Москва). 

Как  известно,  матрица  называется  мономиальной,  если  в  ней  в  каж- 
дой строке  и  каждом  столбце  только  один  элемент  отличен  от  нуля. 
При  перемножении  двух  мономиальных  матриц  по  обычным  правилам 
матричного  умножения  снова  получается  мономиальная  матрица,  так  что 
из  мономиальных  матриц  можно  составлять  группы.  Если  группа  мо- 
номиальных матриц  является  группой  конечного  порядка,  то  элементы 
этих  матриц,  отличные  от  нуля,  являются  элементами  некоторой  группы 
конечного-  порядка^). 

Частным  случаем  групп  мономиальных  матриц  являются  группы  под- 
становок; как  известно,  подстановка  п  символов  может  быть  записана 
в  виде  матрицы  я-й  степени,  у  которой  в  каждой  строке  и  каждом 
столбце  один  элемент  равен  1,  а  все  остальные  элементы  равны  нулю. 

Пусть  @  есть  некоторая  группа  конечного  порядка,  §  —  подгруппа 
группы  ®  и  Я)  —  нормальный  делитель  группы  причем  дополнитель- 
ная группа  /Я  абелева  (Я  может,  в  частности,  совпадать  с  С  по» 
мощью  і§  и  Й  можно  построить  представление  группы  @  в  виде  тран- 
зитивной группы  мономиальных  матриц,  причем  элементы  этих  матриц, 
отличные  от  нуля,  являются  элементами  абелевой  группы,  изоморфной 
дополнительной  группе  «§/Я^.  О  методе  такого  построения  см.  цитиро- 
ванную выше  работу  автора;  мы  напомним  здесь  только,  что  степень 
полученного  таким  образом  представления  равна  индексу  подгруппы  .^) 
относительно  группы  @.  Символы,  преобразуемые  матрицами^  мы  обо- 
значим через 

(/  есть  степень  матрицы). 

При  помощи  мономиальных  представлений  удалось  получить  ряд 
важных  теорем  о  конечных  группах.  Однако  до  сих  пор  во  всех  рабо- 
тах, посвященных  мономиальиым  представлениям,  использовались  лишь 
определители  мономиальных  матриц.  В  настоящей  работе  доказываются 
некоторые  теоремы  о  конечных  группах  путем  использования  характеров 
мономиальных  матриц  2). 

Как  известно,  характером  матрицы  называется  сумма  диагональных 
элементов  этой  матрицы.  Матрицы  рассматриваемого  нами  мономиаль- 
ного  представления  (с  коэфициентами,  являющимися  элементами  абелевоЙ 

1)  См.  работу  автора  „ОЬег  Нег8Іе11ип§  ипй  Ап\ѵеп(іип§еп  сіег  топотіаіеп 
Оагзіеііип^еп  епсІІісЬег  Огирреп",  МаШ.  Апп.,   т.   И1  (1935),  стр.  743 — 747. 

'•^)  О  характерах  групп  подстановок  см.  книгу  А.  8реізег,  Тііеогіе  (іег 
Ошрреп  ѵоп  епШісІіег  Огйпип^,  2-е  изд.,  стр.  120,  Вегіш  1927. 
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группы),  соответствующие  элементам,  входящим  в  один  и  тот  же  класс 
сопряженных  элементов,  имеют  равные  характеры  з).  Характер  какой- 
либо  матрицы  (Л)  мы  будем,  как  обычно,  обозначать  через  ХІЛ). 

Пусть  А  есть  элемент  группы  @  и  (А)  —  матрица,  соответствующая 
этому  элементу  в  рассматриваемом  нами  мономиальном  представлении. 
Если  характер  матрицы  (А)  не  равен  нулю,  то  некоторые  из  символов 
X.  при  линейном  преобразовании  (А)  должны  переходить  сами  в  себя 
с  умножением  на  некоторый  коэфициент,  являющийся  элементом  абеле- 
вой  группы  ©,  изоморфной  дополнительной  группе  Пусть,  напри- 

мер, при  линейном  преобразовании  (А)  символ  переходит  в  Зх^ 
(3  —  элемент  группы  @).  В  силу  транзитивности  рассматриваемого  нами 
мономиального  представления,  в  группе  @  должен  найтись  такой  эле- 
мент В,  что  линейное  преобразование  (В)  переводит  в  любой  вы- 
бранный нами  символ  х.  с  умножением  на  коэфициент,  являющийся  эле- 
ментом грулпы  (2.  Пусть,  например,  (В)  переводит  х^  в  3  х^.  Тогда 
элементу  В~^АВ  соответствует,  очевидно,  матрица  (В~'^)  (А)  (Б),  пере- 
водящая в 

8'-^''88'х,,^8х^. 

Пусть  Г  есть  класс  сопряженных  элементов  группы  к  которому 
принадлежит  элемент  А.  Если  в  Г  содержится  ровно  к  элементов 

Л,    Л^,         .  .  ^и-і^ 

которым  соответствуют  матрицы,  пере'водящие  символ  х^  в  8х^у  то,  на 
основании  вышеизложенного,  в  Г  будет  иметься  к  элементов 

В-МВ,    В-Ы^В,    В-Ы^В,    .  .  В-^А^^^В, 

переводящих  х^  в  Зх^^  (если  все  А^  различны,  то  и  все  В''^А.В  различ- 
ны). Обозначим  через  (Г)  матрицу,  равную  сумме  всех  матриц,  соот- 
ветствующих в  нашем  представлении  элементам  группы  @,  входящим 
в  класс  Г.  На  основании  вышеизложенного  все  диагональные  элементы 
матрицы  (Г)  должны  быть  одинаковы.  Мы  получаем  следующую  теорему: 
Теорема  I.  Пусть  ®  есть  группа  конечного  порядка  и  Г  — 
класс  сопряженных  элементов  этой  группы.  Построим  представление 
группы  (5)  в  виде  транзитивной  группы  мономиальных  матриц  сте- 
пени /  с  коэфициентами^  являющимися  элементами  некоторой  абеле- 
вой  группы  Если  (Г)  есть  матрица,  равная  сумме  матриц,  соот- 
ветствующих в  данном  мономиальном  представлении  элементам 
класса  Г,  то 

I  (Г)  =  (п,8,  +  п.8.^  +  .  .  .  +  /2 Д)/, 
где      —  элементы  группы  (^^,  а  п.  —неотрицательные  целые  числа. 


3)  См.,  например,  книгу  О,  Ю.  Шмидта  „Абстрактная  теория  групп", 
2-е  изд.,  стр.  139,  ГТТИ,  1933. 


Как  было  уже  выше  сказано,  элементам,  входящим  в  один  и  тот  же 
класс  сопряженных  элементов,  соответствуют  матрицы  с  одинаковыми 
характерами.  Следовательно,  если  к  есть  порядок  класса  Г  и  Л  попреж- 
нему  —  один  из  элементов  этого  класса,  то 

і{І)  =  кі(А), 

т,  е. 

Рассмотрим  случай,  когда  числа  Ли/  взаимно  просты.  В  этом  слу- 
чае каждое  из  чисел      должно,  очевидно,  делиться  на  /і: 

п.  ~  Нт- 

(т.  —  целые  неотрицательные  числа).  Мы  получаем 

Это  равенство  возможно  лишь  в  одном  из  следующих  двух  случаев: 

1)  =  т^=^0; 

2)  т^  =  т^=  ,  .  .  =.т^_^^  =  т^^^  =  .  ,  ,  =^т^:=0,  т^=\. 
Во  втором  случае  матрица  (А)  должна  иметь  следующий  вид: 

_0     О  ...  О 

О  О  .  .  .  О 

{Л)=  I   о    о  5^  ...  о 


о    о    о  ...  5, 

г 


т.  е.  (А)  должна  быть  скалярной  матрицей.  Но  тогда  (А)  перестановочна 
со  всеми  матрицами  нашего  мономиального  представления .  и  или  А  есть 
инвариантный  элемент  группы  @,  или  б'^;,^  !.  Если  Лфі,  то  группа  @ 
не  может  быть  простой.  Мы  получаем  следующую  теорему: 

Теорема  II.  Пусть  @  есть  группа  конечного  порядка,  Л  Ф  1  —  эле- 
мент  и  ^  —  подгруппа  группы  @.  Если  порядок  класса  сопряжен- 
ных элементов,  в  который  входит  Л,  взаимно  прост  с  индексом  под- 
группы то  или  характер  матрицы,  соответствующий  элементу 
А  в  мономиальном  представлении,  построенном  с  помощью  подгруппы 

равен  нулю,  или  группа  ®  имеет  нормальный  делитель^  отлич- 
ный от  1. 

Пусть  @  есть  группа  конечного  порядка,  §  —  ее  подгруппа  и 
^  —  коммутант  этой  подгруппы.  Пусть 

и 

Дополнительная   группа   @  =  образуемая    системами    3.  =  ЙН-, 

является  абелевой  группой.  Представление  группы  @  в  виде  транзитив- 
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ной  группы  мономиальных  матриц  с  коэфициентами,  являющимися  эле- 
ментами абелевой  группы  і^,  изоморфной  группе  Ѳ,  может  быть  постро- 
ено (см.  работу^)),  если  положить 

где 

/  __ 

( означает  элемент  группы  соответствующий  элементу  груп- 
пы ^  при  изоморфизме  между  этими  двумя  группами). 

При  умножении  (справа)  на  некоторый  элемент  группы  ©  символы 
X.  будут  переходить  сами  в  себя  или  друг  в  друга  с  умножением  (сле- 
ва) на  коэфициент,  являющийся  элементом  группы  (2,  так  что  каждому 
элементу  группы  ®  будет  соответствовать  мономиальная  матрица  сте- 
пени /.  Таким  образом  мы  получим  представление  группы  @  в  виде 
группы  мономиальных  матриц. 

Пусть  А  есть  некоторый  элемент  группы  ®  и  (Л)  —  матрица,  соот- 
ветствующая этому  элементу.  Если  /-й  диагональный  элемент  матрицы 
(А)  отличен  от  нуля,  то 

т.А=з1йо., 

где  4^)^  —  некоторый  элемент   группы  Это    равенство  равносильно 

равенству 

где  Я  —  некоторый  элемент  группы  так  как  символ  й  переходит  сам 
в  себя  (с  умножением  слева  на  некоторый  элемент  группы  ®)  лишь  при 
умножении  справа  на  элемент,  содержащийся  в       Мы  получаем,  что 

А  =  0~Ш0., 

т.  е.  элемент  А  содержится  в  группе  0~^§0..  Если  у  матрицы  (А)  р. 
диагональных  элементов  отличны  от  нуля,  то  элемент  (А)  должен  содер- 
жаться в  }л  подгруппах  из  последовательности 

(разумеется,  не  все  из  этих  р.  подгрупп  обязательно  различны). 
Выше  была  получена  формула 

которую  можно  переписать  в  виде 

X  (^)  =  I-  («1^,+       +  .  .  .  +  «Д) 

|>г^,  п^,  ..  целые  неотрицательные  числа).   Если  элемент  А  со- 

держится хотя  бы  в  одной  из  подгрупп  СГ^§0^,  то  по  крайней  мере 
одно  из  чисел      отлично  от  нуля.  Мы  получаем  следующую  теорему: 
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Теорема  III.  Пусть  §  есть  подгруппа  группы  ©  конечного  порядка 
а  пусть 

Пусть  А  есть  элемент  группы  ®,  причем  порядок  класса  сопряжен- 
ных  элементов,  в  который  входит  А,  равен  к.  Если  элемент  А  со- 
держится  хотя  бы  в  одной  из  подгрупп 

то  он  содержится  по  крайней  мере  в  ~  таких  подгруппах. 


Теорема  IV.  Пусть  ^  есть  подгруппа  порядка  т  группы  ©  порядка 
/т  и  пусть 

Пусть  А  есть  элемент  порядка  р^  (р  —  простое  число;  /  не  делится 
на  р)  подгруппы  причем  никакая  степень  А^  (х  Ф  р^О  элемента  А 
не  содержится  в  коммутанте  подгруппы  Пусть  к  есть  порядок 
класса  сопряженных  элементов  группы  ®,  е  который  входит  Л.  Если 

А  содержится  менее  чем  в  -~  членах  последовательности 

то  группа  %  имеет  нормальный  делитель. 

Доказательство.  Достаточно  доказать,  что  если  мы  построим 
представление  группы  %  в  виде  группы  мономиальных  матриц  с  по- 
мощью подгруппы  и  ее  коммутанта  Я,  то  в  этом  представлении  мат- 
рица (Л)  будет  иметь  определитель^),  отличный  от  единицы;  как  из- 
вестно, в  этом  случае  группа  @  должна  иметь  нормальный  делитель 
(см.  работу  1)). 

Приступим  к  вычислению  определителя  матрицы  (Л).  Пусть 

есть  последовательность  выражений  ЙО^  переходящих  друг  в  друга 
циклически  (с  умножением  слева  на  некоторый  элемент  группы  @)  при 
умножении  споава  на  А.  Очевидно,  с^р"^,  где  рі^Х.  Далее  мы  имеем 

где  5^  —  некоторый  элемент  группы  Ѳ.  Отсюда  мы  получаем,  что 

0,^АР'-:=.Щ,Оі, 
(Иі^  —  элемент  подгруппы  О)  и 

Оі,АР"0-^=^Ні,. 


4)  Определителем  мономиалыюй  матрицы  мы  называем  произведение 
всех  ее  элементов,  отличных  от  нуля. 
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Порядок  элемента  Я/^  равен,  очевидно,  порядку  элемента  Л^**,  т.  е, 
р'"^.  Значит,  порядок  элемента  6\  группы  @  равен  где  ѵ^Х- — |Х<;Х, 
Мы  получили,  таким  образом^  что  произведение  всех  коэфициентов,  по- 
являющихся слева  при  умножений  выражений  ІЮ.    (а  =  І5  2,  .  .  с) 

справа  на  Л,  есть  элемент  группы  порядка,  меньшего  чем  (поскольку 
это  произведение  равно  5/^.  Подобное  рассуждение  мы  можем  провести 
для  любой  последовательности  выражений  ЙО^,  образующих  цикл  более 
чем  из  одного  элемента.  Мы  получаем,  таким  образом,  что  произведение 
всех  недиагональных  отличных  от  нуля  элементов  матрицы  (А)  есть  эле- 
мент группы  @  порядка,  меньшего  чем  р^. 

Переходим  к  диагональным  элементам  матрицы  (А).  Заметим,  прежде 
всего,  что  число  таких  элементов,  отличных  от  нуля,  не  делится  на  р. 
Действительно,  число  всех  отличных  от  нуля  элементов  матрицы  (А) 
равно  /,  т.  е.,  по  условиям  теоремы  IV,  не  делится  на  р.  Число  же 
недиагональных  отличных  от  нуля  элементов  матрицы  (А)  должно  делиться 
на  /7,  так  как  эти  элементы  мы  можем  распределить  по  циклам,  причем 
в  каждом  из  этих  циклов  будет  содержаться  р^  (со  ^  X)  элементов. 

Итак,  число  диагональных  элементов  матрицы  (Л)  не  делится  на  р. 

Число  это  согласно  условиям  теоремы  IV  меньше  чем  -^.  Из  формулы 

X  (А)  =  {  (п,8,  +  « Д  +  .  . .  +  йД) 

следует,   что  лишь   одно  из  чисел        отлично  от  нуля,  т.  е.  что  все 
диагональные  отличные  от  нуля  элементы  матрицы  (Л)  одинаковы. 
Пусть  _ 

ЙЛ=5Й. 

Элемент  5  группы  (^,  очевидно,  должен  быть  порядка  /?^,  так  как 
в  противном  случае  некоторая  степень  элемента  Л,  отличная  от  1,  со- 
держалась бы  в  5^  вопреки  условиям  теоремы  IV.  Определитель  матри- 
цы (Л),  очевидно,  равен  З'^  8 ,  где  ѵ  не  делится  на  /?,  а  5'  есть  элемент 
группы  Ѳ  порядка,  меньшего  чем  р^.  Мы  видим,  что  определитель  мат- 
рицы (Л)  есть  элемент  порядка  р^  группы  @,  т.  е.  не  равен  единице.  Тем 
самым  теорема  IV  доказана. 

Нетрудно  доказать,  что  нормальный  делитель,  существование  кото- 
рого обнаруживается  теоремой  IV,  является  характеристической  подгруп- 
пой группы  @  и  что  его  порядок  делится  на  /. 


ЗиК  ЬЕ8  Е8РАСЕ8  ОІ8ТАЫСЛЁ8, 


Раг  Маигісе  Ргёсііеі  (Рапз)е 

іпігосііісііоіі.  Коиз  ѵоисігіопз  ісі  арреіег  ГайепНоп  8цг  диеідиез  соп- 
8ё^иепсе8  й'ип  йез  гезиііаіз  риЫіёз  раг  М.  Кипи^иі  сіапз  ипе  поіе 
гёселіе  ^). 

М  Кипи^иі  сіоппе  ипе  поиѵеііе  (Зётопзігаііоп  сі'ип  Шёогёше  йе 
М.  Наизсіогіі,  й'аргёз  1е^ие1  іоиі  езрасе  (Іізіапсіё  (Е.  А.,  р.  61)  езі: 
ізотёігідие  й'ип  епзетЫе  аррагіепапі:  а  ип  езрасе  сіізіапсіё  сотріеі  (Е.  А., 
р.  74)  Е^^.  М.  Кипи^иі  поиз  л  ѣіі  еп  оиіге  оЬзегѵег  ^и^  зоп  гёзиііаі  езі: 
ріиз  ргёсіз  ^ие  сеіиі  (іе  М.  Наілз(іог!{,  еп  се  зепз  ди'оп  реи!  тёте 
зиррозег  ^ие  Е^езіип  езрасе  ѵесіогіеі  (Е.  А.,  р.  141)  сіізіапсіё  сотріеі 

Ьа  тёШосіе  йе  (іётопзігаііоп  сіе  М.  Кипи§^иі  сопзізіе  еп  ипе  Ьеигеизе 
тосіШсаііоп  сіе  1а  тёіііосіе  ^ѵі^  поиз  аѵіопз  етріоуёе^)  роиг  ёІаЫіг  ^ие 
ІоиІ:  езрасе  (Іізіапсіё  зёрагаЫе  (Е.  А.,  р.  190)  езі:  ізотёігідие  сі'ип 
епзетЫе  (1е  Гезрасе  (сіопі  1а  сІёІіпШоп  зега  гарреіёе  ріиз  Іоіп).  Сеііе 
тёШосіе  сопсіиіі:  а  диеідиез  соп5ё^иепсез  дие  поиз  ѵоисігіогіз  зі^паіег. 

Ье  роіпі:  ітрогіапі:  езі:  ^и'а  ипе  ізотёШе  ргёз  Гезрасе  Е^^  сіе  М.  Ки- 
пи^иі  пе  (ЗёрепсІ  дие  сіи  потЬге  сагШпаІ  (ои  риіззапсе)  сіе  сотте 
поиз  аІІопз  Іе  ѵоіг  ріиз  іоіп. 

ОёІіпШоп  (Іез  езрасез  О^.  Зой  р  ип  потЬге  сагсііпаі  ои  1:гапз- 
ііпі)  (іоппё.  Раізопз  Іиі  соггезропйге,  (і'ипе  тапіёге  сігіегтіпёе,  ^иоі^ие 
агЬіігаіге,  ип  епзетЫе  Р,  сіопі  1а  риіззапсе  езі  ё^аіе  а  р.  Оп  ѵа  таіп- 
іепапі:  іаіге  соггезропсіге  а  /?  ип  «зрасе       (1е  1а  іадоп  зиіѵапіе. 

СЬадие  ёіётепі  X  сІе  ез!  ипе  Ьпсііоп  питё^і^ие  Ьогпёе  (гёеііе, 
раг  ехетріе)  х{^)  сіе  Гёіётепі  ^  ѵагіаЫе  зиг  Р.  Оеих  ёіётепіз  X,  У 
сіёііпіз  раг  х(^),  у(^)  зопі  1(]епіі^иез  ои  сіізііпсіз,  зиіѵаій  ^ие  х(^)  — у(с,) 
езі,  ои  поп,  рагЬи!  пиі  зиг  Р.  Оп  гергёзепіе  раг  X  -{-У,  Гёіётепі  сіёііпі 
раг  х(^) -\-у(с,),  е1  раг  аХ,  ой  а  езі  ип  потЬге  (гёеі),  Гёіётепі  (Зёііпі 
раг  ах(^),  Оп  арреііе  погте  (1е  X,  1а  Ьогпе  зирёгіеиге  ||АГ||  сіе  |л:(^)|, 
^иап(і  ^  ѵагіе  зиг  Р.  Ьа  сіізіапсе  (X,  У)  сіе  ^  еі  (1е  У  зега  1а  погте 
сіе  X—  У. 

Оп  ѵёгіііе  таіпіепапі  запз  сІШісиИе  ^ие  езі  ип  езрасе  ѵесіогіеі 
(Іізіапсіё  (Е.  А.,  р.  140).  Се!  езрасе  езі  тёте  „Іепйи"  (Е.  А.,  р.  142). 


1)  К.  Кипи  §  и  і,  Арріісаііопз  дез  езрасез  а  ипе  іпііпііё  йе  (іішепзіопз  а  1а 
Шёогіе  (іез  епзетЫез,  Ргос.  Ітрег.  Асасіету  Токуо,  і  XI  (1935),  N0  9,  рр. 
351—353. 

2)  Ыоиз  гепѵеггопз  роиг  диеЦиез  сіёГіпіІіопз,  аи  тоуеп  сІе  Іа  сіёзі^паііоп 
г:.  А.,  а  поіге  оиѵга^е  „Ьез  езрасез  аЬзігаііз...",  Рагіз,  ОаиШіег-ѴіІІагз,  1928. 

3)  Ьез  епзетЫез  аЬзІгаііз  еі  1е  Саісиі  Ропсііоппеі,  І^епсі.  Сігс.  Маі  Раіегто, 
і  XXX  (1910),  р.  12, 
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и  езі  сотріеі  (Е.  А.,  р.  74)  еі  тёте,  се  ^иі  езі  ріив  ргёсіз,  1а  сіёііпі- 
ііоп  (іе  1а  сіізіапсе  (іоппёе  сі-сіеззиз  ѵёгШе  1е  сгііёге  (^ёпёгаіізё)  гіе  сопѵег- 
^епсе  (іе  СапсЬу. 

Ргоргігіёз  дез  езрасез  О^.  I.  ЗиЬзШиопв  к  Р  пп  епзетЫе  р  ауапі 
1е  тёше  потЬге  сагШпаІ  р\  оп  оЬііепсіга  а  1а  ріасе  (Зе       ип  езрасе 

II  езі;  сіаіг  дие  еі  Д^,,  ^иі  еп  ^ёпёгаі  зопі:  (Іізііпсіз,  зегопі:  ѵесЬ- 
гіеііетепі  ізошёігідиез,  с'е5і:-а-сііге  ^и'і1  ехізіе  епіге  Іез  роіпіз  (1е  еі  А^ 
ипе  соггезропсіахасе  ропсіиеІІе  Ьіипіѵодие  ^иі  п'аНёге'  аисипе  йез  орёга- 
ііопз:  (З'айсНиоп  йо.  (іеих  ѵесіеигз,  сіе  тиГарІісаііоп  (З'ип  ѵесіеиг  раг  ипе 
сопзіапіе,  еі'  тёте  (1е  (іізіапсе  (Зе  (Зеих  роіпіз. 

II.  8і  (Ь  езі  ип  потЬге  сагсііпаі  зирёгіеиг  а  /?,  езі:  ѵесіогіеІІетепЬ 
аррІісаЫе  зиг  ип  епзетЫе  аррагіепапі  а  /)~.  Еп  ейеі,  зоіі;  П  ГепзетЫе 
сіе  риіззапсе  ди'оп  іаІі  соггезропсіге  а  ш  роиг  сіёйпіг  II  у  а  ип 
зоиз-епзетЫе  С  сіе  П,  ц\хі  езі  (Зе  риіззапсе  р,  еі  реиі;  зегѵіг  а  (Зёііпіг 
ип  езрасе  ѵесіогіеііетепі:  аррІісаЫе  зиг  О^.  Ог,  сопзі(Зёгопз  ГепзетЫе 
6"  (Зез  іопсіюпз  г{гі)  (Зёііпіез  е1  Ьогпёез  зиг  П  еі  ^иі  зопі  пиііез  еп 
(іеііогз  (1е  «3,  с'ез1-а"(1іге  зиг  II  —  ^.  II  езі  іасііе  (Зе  ѵоіг  дие  5  езі  ип 
Боиз-епзетЫе  сіе  О^,  ^иі  езі  ѵесіогіеііетепі:  аррІісаЫе  зиг  Д^.  Раг  зиііе, 

езі  ѵесіогіеііетепі:  аррІісаЫе  зиг  ип  зоиз-епзетЫе  6"  сіе  О^. 

III.  Аіпзі:  а  Іа  заііе  огйоппёе  йез  потЬгез  сагсііпаих /іпіз  еі  ігапз/іпіз, 
р,  соггезропй  ипе  зиііе,  Ыеп  (іёіегтіпёе  еі  огйоппёе  йапз  Іе  тёте  зепз, 
д'езрасез  О  ,  диі  зопі,  скасап,  ѵесіогіеіз,  йізіапсіёз,  сотріеіз  еі  іепйиз 
еі  Ыз  дае  скасип  й'еих,  О^,  зоіі  ѵесіогіеііетепі  ізотёігідие  йе  сНасип 
йе  сеах,  О^,  диі  Іе  зиіѵепі  (с'ез1-а-(3іге  іеіз  дие  <Ь 

ОЬзегѵопз  ^ие,  зі  с  езі  1а  риіззапсе  й\х  сопііпи,  1а  риіззапсе  (1е 
ГепзетЫе  (Зез  роіпіз  (Зе  зега  с^.  Ое  зогіе  дие  Іез  риіззапсез  сіез 
езрасез        пе  сіёсгоіззепі  раз,  ^иап(3  р  сгоіі 

риап(3  р  езі  1а  риіззапсе  (1'ип  епзетЫе  (іёпотЬгаЫе,  оп  реиі: 
ргепсіге  роиг  Р  Іа  зиііе  (Зез  епііегз;  аіогз  Гезрасе  п'езі  аиіге  ^ие 

сеіиі  дие  поиз  аѵопз  ёіи(3іг  И  у  а  1оп§^етр5  (Е.  Д.,  р.  97)  зоиз  1е  пот 
(1'езрасе  О^.  (Сотте  (о  а  Іа  риіззапсе  Ь^о>  і^'У  ^  Р^^  ип  §;гоз  іпсопѵё- 
піепі  а  соп-іпиег  а  етріоуег  се  зутЬоІе  О^.) 

РиапсЗ /?  а  1а  риіззапсе  с  (Зи  сопііпи,  п'ез!  аиіге  ^ие  Гезрасе  сіез  іопс+іопз 
Ьогпёез,  еп  у  (Зейпіззапі  1а  сопѵещепсе  аи  тоуеп  сіе  1а  сопѵег^епсе  ипііогте. 

Каізотіетепі  де  М.  Кипи^иі.  8оіі  Н  ип  езрасе  сіізіапсіг,  і1  а  ипе 
сегіаіпе  риіззапсе  р.  Еп  зиЬзШиапІ  а  Р  (Запз  1а  сопзігисііоп  (1е  О^, 
оп  оЬііепІ:   ип    сегіаіп    езрасе  ѵесіогіеііетепі    ізотёігідие  сІе  О^. 

М.  Кипи^иі  топіге  ^и^  езі:  ізотёігідие  с1'ип  зоиз-епзетЫе  Н  сіе  Е^^.  (И  еп 
гёзиііега  ^пе  езі  ізотгігі^ие  (і'ип  зоиз-епзетЫе  (Зе  О^.)  А  сеі  еііеі, 
иіііізапі  ГагІШсе  етріоуё  (Іапз  поіге  тётоіге  сйё  еп  поіе  ^),  і1  сопзісіёге 
зиг  ип  роіпі  агЬіІгаіге  таіз  ііхе  а  еі  ип  роіпі  ѵагіаЫе  а,  еі  ІІ  іаіі 
соггезроп(Зге  а  а  1е  роіпі:       йе  Е^^  сіёііпі  раг  1а  іопсііоп 

х^(і)  =  (а,  ^)  —  (а,  а). 

Сотте  (іаг^  поіге  тётоіге,  оп  ѵёгШе  аізётепі  ^ие  1а  сіізіапсе  (Х^,  Х^) 
езі:  ё^аіе  а  (а,  Ь),  с'ез1-а-(3іге  дие  езі  аррІісаЫе  зиг  ип  зоиз-епзетЫе 
Н  сіе  Е^.  Ее  гёзиііаі:  сіе  М.  Кипи§;иі  реи1:  таіпіепапі  5'ехргітег  аіпзі: 
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Тоиі  езрасе  (Іізіапсіё  езі  І5от!1:^і^ие  й'ип  зоиз-епзетЫе  й'пп 
епзетЫе  ѵесіогіеі  (1і5І:апсіг  сотріеі  еі  іепсіи  О^. 

СотрІётепІ8.  Оп  реиі  аіоиіег:  езі  сеіиі  ^ш  ройе  роиг  іпсіісе  р  1а 
риіззапсе  р  сіе  рагті  Іез  езрасез  (і'ипе  зиііе  ігапзііше  О^^  О^,  , , , 
(і'езрас85  !огтёз  а  рііогі  іпсІерепііаттепі  йе 

Оп  реиі  тёте  Шге: 

Тоаз  Іез  езрасез  (іізіапсіёз  йе  риіз запое з  ^  р  зопі  ізотёігідиез  йе 
зоиз-епзетЫез  й'ап  тёте  езрасе  ѵесіогіеі  сІІзіапсіё  сотріеі  еі  іепсіа  О  . 

Кета^^ие8.  I.  II  зегаіі  іпіёгеззапі  сіе  сііегсііег  зі  Гоп  реиі  ргёсізег  се 
гёзиИаі.  Еп  е!М,  оп  а  с^>/?,  (іе  зойе  дие  Гезрасе  О^,  (іапз  1е^ие1 
Зои!  „ізотёігідиетепі;  р1оп§^ёз"  Іез  езрасез  дізіапсіёз  (1е  ріііззапсе  ^/7, 
езі  сіе  риіззапсе  >/?.  И  зегаіі:  иШе  сіе  сіёіегтіпег  з'і1  ехізіе  ип  езрасе 
„ипіѵегзеі"  рагті  Іез  езрасез  сіізіапсіёз  сіе  риіззапсез  ^  /?,  с'езі-а-(1іге 
зі,  рагті  еах,  І1  еп  ехізіе  ип,  Р^,  іеі  дие  іоиі:  езрасе  (Зізіапсіё  (іе  риіз- 
запсе  ^р  зоИ  ізотгігідие  (1'ип  зоиз-епзетЫе  сіе  р^, 

II.  Аргёз  гёсіасііоп  (Зе  се  тэтоіге  і'аі  ей  соппаіззапсе,  (Запз  1а  Ііз^е 
(іез  АЬзІгасіз  риЫіёз  раг  1е  Виіі.  Атег.  МаШ.  8ос.  1935,  (З'ипе  поіе  (іе 
^ие1^иез  Іі^пез  ой  М.  Ѵіскегу  сопзісіёге  аиззі  сіез  езрасез  апа1о§:ие5 
аих  Ор, 


о  ПРОДОЛЖАЕМЫХ    ПОЛИНОМАХ    I.    ОБЩАЯ  ПОСТАНОВКА 

ПРОБЛЕМЫ  1). 

Н.  г.  Чеботарев  (Казань), 

В  последние  годы  возник  новый  тип  проблем  теории  функций,  так 
называемые  проблемы  коэфициентов.  Обозначая  при  помощи  X  какое- 
нибудь  внутреннее  свойство  аналитической  функции,  определяемой  сте- 
пенным рядом 

(1)  ,  /(г)  =  а^-^а,г-\-а^г^-і^..., 

мы  можем  формулировать  проблему  коэфициентов  как  задачу  •  характе- 
ризации  свойства  X  при  помош,и  неравенств  между  коэфициентами  а.. 
Перечислим  несколько  важнейших  из  решенных  проблем  коэфициентов: 
1)  Проблема  Каратеодори  относительно  функций,  вещественная  часть 
которых  остается  неотрицательной  внутри  единичного  круга  Для 
этого  необходимо  и  достаточно  соблюдение  следующих  неравенств: 


а 


а 


-1  ^о+^о 


0. 


а. 


О, 


2)  Проблема  И.  Шура  относительно  функций,  ограниченных  внутри 
единичного  круга  1 2"  |  ^  1 ,  для  которых,  например,  имеет  место  нера- 
венство 

Можно  свести  эту  проблему  к  проблеме  Каратеодори,  полагая 

И.  Шур  решает  эту  проблему,  налагая  на  функции  бесконечной  после- 
довательности 


до 


г)  N.  Т  8  с  Ь  е  Ь  о  1  а  г  б  ОЬег  /^-Роіупоте  I,  Изв.  Каз.  ф.-м.  о.  (3),  т.  8 
(1936—37),  стр.  109—123, 
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Условие 


(Если  при  этоіѵГдля  какого-нибудь  /  имеет  место  \а^^^\~1,  то  должно 
также  иметь  место 

аі1)^0    (ѵ:-1,  2,  3,...).) 

3)  Проблема  звездообразных  функций,  т.  е.  функций,  у  которых 
аргумент  /{г)  есть  монотонная  внутри  |  2^  |  ^  1  функция  аргумента  г.  Это 
условие  может  быть  аналитически  представлено  следующим  образом: 

что  сводит  эту  проблему  к  проблеме  Каратеодори. 

4)  Проблема  выпуклых  функций,  т.  е.  функций,  отображающих 
окружности  1 2: 1  =  р  <^  1  в  выпуклые  кривые.  Это  условие  может  быть 
аналитически  представлено  следующим  образом: 

что  сводит  и  эту  проблему  к  проблеме  Каратеодори. 

5)  Проблема  функций,  не  принимающих  внутри  единичного  круга 

значений  О  и  1.  Эта  проблема  может  быть  сведена  к  проблеме 
Каратеодори  при  помощи  модулярных  функций. 

Все  упомянутые  проблемы  имеют  решения,  формально  однотипные 
по  следующему  принципу.  Решение  каждой  из  этих  проблем  дается 
неравенствами,  каждое  из  которых  содержит  лишь  конечное  число  коэ- 
фициентов  а.:  первое  неравенство  содержит  только  а^,  второе  —  только 
^о'  третье  —  только  а^,  а^,  и  т.  д.  Кроме  того,  коэфициент 
с  наибольшим  номером  входит  в  каждое  из  этих  неравенств  линейно. 
Поэтому  если  мы  закрепим  значения  п  первых  коэфициентов  а^,  а-^, .  .  . , 
которые  бы  удовлетворяли  неравенствам,  связывающим  эти  коэфи- 
циенты,  то  можно  выбрать  все  остальные  коэфициенты  а^^^  ^п+ѵ  -  ^ 
так,  чтобы  получающаяся  при  этом  функция 

служила  решением  нашей  проблемы. 

Это  позволяет  формулировать  такого  рода  проблемы,  как  проблемы 
продолжения: 
Задан  полином 

узнать,  можно  ли  его  так  продолжать,  т.  е.  отыскать  функцию  типа 

чтобы  эта  функция  обладала  свойством  X. 

Существуют,  однако,  проблемы  другого  типа,  решения  которых  не 
даны  в  форме  решения  проблем  продолжения,  но  тем  не  менее  только 
тогда  могут  считаться  удовлетворительными    и  практически  удобными, 
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если  будут  также  решены,  как  побочные,  соответствующие  им  проблемы 
продолжения.  К  такого  рода  проблемам  принадлежит  проблема  к®эфи- 
циентов  однолистных  функций: 

Узнать,  является  ли  аналитическая  функция 

регулярная  внутри  |2:|<^1,  однолистной  в  |2г|<^1,  т.  е.  не  допускающей 
различных  значений       г^,  для  которых  бы  имело  место  равенств® 

/(гі)=/(г,). 

В  этой  первоначальной  своей  формулировке  проблема  уже  решена 
и  притом  различными  способами  2).  Эти  решения  позволяют  решать  проб- 
лему для  многих  элементарных  конкретно  заданных  функций.  Однако  они  не 
дают  общего  понятия  о  характере  функций,  однолистных  внутри  |2:|<Г1. 
В  частности,  они  ничего  не  говорят  о  коэфициентах  разложений  этих 
функций  в  степенные  ряды.  При  помощи  этих  методов  нельзя,  например, 
указать  границ  для  этих  коэфициентов,  в  то  время  как  другие  методы 
дают  для  них  довольно  точные  границы: 

К\<п{х  +  ]^У<пе. 

Причина  этого  лежит  в  форме  этих  решений,  которые  даются  в  виде 
неравенств  между  бесконечным  числом  коэфициентов.  Решение  было  бы 
удовлетворительным,  если  бы  оно  давало  неравенство  для  первого  коэфи- 
циента,  для  первых  двух,  для  первых  трех  и  т.  д.  Но  такие  неравенства 
получались  бы,  если  бы  мы  умели  решать  следующую  проблему  продол- 
жения для  однолистных  функций: 
Задан  полином 

узнать,  возможно  ли  найти  такую  однолистную  внутри  |^|<[1  функ- 
цию /(2:),  у  которой  первые  п-\-\  коэфициентов  разложения  в  степенной 
ряд  совпадали  бы  с  соответствующими  коэфициентами  полинома 

Эту  задачу  нам  будет  необходимо  последовательно  решить  для  /2=1, 
2,  3,  ... 

Таким  образом  проблема  продолжения  приобретает  решающую  роль 
при  решении  более  трудных  проблем  коэфициентов.  Это  обстоятельство 
дало  мне  повод  предпринять  систематическое  изучение  проблем  продол- 
жения для  различных  Х-свойств. 

Будем  различать  два  типа  проблем  продолжения,  которые  мы  назо- 
вем соответственно  первой  и  второй  проблемами  продолжения.  В  первой 
проблеме  ищутся  аналитические  функции  ср  [г)  такого  рода,  чтобы 
функция  /(0)  -\-  г^'^'^ш  (г)  обладала  у\^-свойством.  Мы  скоро  будем  видеть, 
что  характер  решения  такой  проблемы  зависит  часто  от  аналитического 
характера,  который  мы  заранее  предписываем  функции  ^{г). 

Вторая  проблема  продолжения  имеет  чисто  алгебраический  характер. 
В  ней  ищут  ^  (г)  в  форме  полинома,   степень  которого  заранее  не 

2)  N.  Т5с1іеЪоІагб\ѵ,  Ветегкип^  тх  ТЬеогіе  (іег  зсЫісЬіеп  Рипкііопеп, 
ІЪег.  О.  М.^Ѵ.,  т,  38  (1929),  стр.  244—247. 
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утзываемся  и,  следовательно,  может  быть  сколь  угодно  высокой.  Конечно, 
можно  ожидать,  что  системы  коэфициентов  полиномов  /{г)  (которые 
можно  представить  в  виде  точек  я-мерного  пространства),  обладаюпдих 
Л'-продолжаемостью,  образуют  незамкнутое  множество,  точки  сгущения 
которого  дают  системы  коэфициентов,  соответствующие  некоторым  ре- 
шениям первой  проблемы  продолжения.  Отсюда  автоматически  вытекает 
аналитический  характер  получаемых  таким  образом  решений,  который 
отнюдь  не  тривиален.  Примером  может  служить  проблема  /^-продол- 
жаемых полиномов  (под  /^-полиномами  мы  разумеем  полиномы,  все  корни 
которых  вещественны).  Замыканием  множества  всех  /^-полиномов  служит 
совокупность  полиномов  и  целых  функций  порядка  І^,  т.  е.  функций 
типа 


где  вещественны  и  у^О.  Это  вытекает  из  следующей  теоремы 
Лагерра: 

Чтобы  целая  функция  была  пределом  последовательности  /^-полино- 
мов, необходимо  и  достаточно,  чтобы  она  была  порядка  1*. 

В  ближайших  статьях  намеченной  серии  мы  будем  понимать  под 
Х-свойством  полиномов  то  или  иное  ограничение  в'  распределении  их 
корней.  Для  краткости  введем  следующие  новые  обозначения: 

/^-полиномы  —  полиномы  с  вещественными  корнями. 

ЛГ-полиномы —полиномы,  корни  которых  лежат  на  единичной  окруж- 
ности. 

Я-полиномы  (полиномы  Гурвица)  полиномы,  корни  которых  имеют 
неотрицательные  вещественные  части. 

Если  вообще  на  комплексной  числовой  плоскости  задано  множе- 
ство Ш,  то  мы  будем  разуметь  под  901-полиномом  полином,  все  корни 
которого  принадлежат  множеству  9Л. 

Первоначально  мы  будем  заниматься  исключительно  второй  пробле- 
мой продолжения.  Под  30^/^-полиномом  мы  будем  разуметь  полином, 
который  можно  продолжить  так,  чтобы  продолженный  полином  (на  сте- 
пень которого  мы  не  накладываем  никакого  ограничения)  имел  все  корни 
на  множестве  Ш1  3  частности,  таким  путем  будут  введены  обозначения: 
/^/^-полиномы,  /С/^-полиномы,  ///^-полиномы  и  т.  д. 

Если  множество  О}!  выпукло,  в  силу  чего  производная  от  Ш1=поли- 
нома  есть  также  9Л-полином,  то  можно  ввести  понятие  9Л-интегрируемого 
полинома  (или  кратко:  Ш1/-полинома).  Под  Ш1/-полиномом  мы  будем 
разуметь  полином,  который  можно  рассматривать  как  ^-ю  производную 
(при  сколь  угодно  большом  д)  от  9Л-полинома. 

Перейдем  к  беглому  обзору  полученных  до  сих  пор  результатов 
относительно  /^-полиномов,  которые  были  главным  образом  получены 
моими  сотрудниками  Н.  Н.  Мейманом  (/^/^-полиномы)  и  Л,  И,  Гаври- 
ловым  (/(7^-полиномы). 

§  1.  НР-шштшы.  Задан  полином 


(1) 


Каким  условиям  должны  удовлетворять  его  коэфициенту 

ДЛЯ  ТОГО,  чтобы  существовал  полином 

Р  (х)  =  /{х)  +  л:«+1ср  (х)  = 
(2)  1  +      +  .  .  .  +  а^хп  +  Ь^^ ^х-^г  +  •  . .  +  Ь^х^ 

все  корни  которого  были  бы  вещественны?  При  этом  мы  не  накладываем 
никаких  ограничений  на  степень  т  полинома  Р(х). 

Обозначая  через  х^,  х^,  ...^х^  величины,  обратные  корням  поли- 
нома Р(х),  мы  выразим  коэфициенты  .9^,  з^,  ^о,  .  .  .  логарифмической 
производной  от  Р(х): 

связанные  с  а.  известными  формулами  Ньютона 


(4) 


при  помощи  следующих  формул: 

(5)  8,  =  х\-^х1+  ...Л-хІ    (^  =  1,  2,  «). 

С  другой  стороны,  величины  5^,  з^,  .  .         в  силу  (4)  зависят  от  коэфи- 
циентов  а^,  а^,  .  .  . ,       полинома /(^),  но  не  от       Это  позволяет  фор- 
мулировать поставленную  проблему  следующим  образом: 
Заданы  п  вещественных  чисел 

(6)  V 

Каким  условиям  они  должны  быть  подчинены  для  того,  чтобы  они  до- 
пускали  представление  (5)  через  вещественные  параметры  х^,  х^^,  .  .  х^^^ 
При  этом  число  т  не  предполагается  заданным. 

Эта  задача  родственна  так  называемой  проблеме  моментов^  состоя- 
щей, как  известно,  в  нахождении  условий  представимости  величин  5^ 
в  форме 

(7)  5,  =  ^,4  +  ;,х*+  (6=1,  2,  й), 

где  как  х^^  так  и  могут  пробегать  всевозможные  вещественные  значе- 
ния. Величины      обычно  подчиняют  дополнительному  условию 

(8)  кЛ-ил  •■■-Ѵіш^^- 

Часто  в  выражениях  (7),  (8)  вместд  конечных  сумм  ставят  интегралы 
Стильтьеса: 

(70  8^^\^'^  хЧ^[х)  (^=-1,2, 


(80  ™^ф(х)  =  1 
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Это,  однако,  не  приводит  ни  к  каким  изменениям  в  характере  условий 
решаемости  проблемы. 

Разница  между  обеими  проблемами  состоит  в  том,  что  /^/^-проблема 
требует,  чтобы  величины  і.  были  равны  единице  или,  точнее,  целым 
положительным  числам,  так  как  мы  не  исключаем  случая  кратных  корней. 

Необходимое  и  достаточное  условие  для  решаемости  проблемы  мо- 
ментов состоит,  как  известно,  в  том,  чтобы  квадратичная  форма 

1 2^  т 


(9)        2  5^,^,«^м,==2^/(«о  +  -^;«1+"-+-^/ 
іл,  ѵ=о  ^'=1  ; 

была  положительно  определенной,  т.  е.  чтобы  имели  место  соотношения 


(10) 


.  5- 


'2А 


О 


(,=,,2,....т_і). 


Отсюда  вытекают  некоторые  необходимые  условия  для  ^Г-проблемы, 
которые  мы  получим,  если  напишем  все  вытекающие  из  (10)  неравенства, 
которые  не  содержат  5^.  Это  суть 


(И) 


^2 


.  5 


о    (а==2,  3,...,[|]). 


Неиспользованное  до  сих  пор  требование  целочисленности  величин  і- 
приводит  нас  к  принципиально  новым  и  гораздо  более  сложным  необхо- 
димым и  достаточным  условиям.  Н.  Н.  Мейману  принадлежит  большая 
заслуга  в  том,  что  он  впервые  отказался  от  попыток  найти  для  /^/^-проб- 
лемы  конечное  число  необходимых  и  достаточных  условий:  это  невоз- 
можно. 

Чтобы  получить  наглядное  геометрическое  представление,  будем  счи- 


тать 5 


1» 


•^2' 


8^  декартовыми  координатами  я-мерного  пространства. 


Назовем  /^/^-областью  совокупность  тех  систем  значений  переменных 
(точек  нашего  пространства),  которые  допускают  представление  (5). 
Из  формы  равенств  (5)  следует,  что  /^/^-область  может  быть  образована 
путем  неограниченного  параллельного  переноса  кривой 

(12)  5і  =  лг,    52  =  л:2,  з^^х'^ 

вдоль  самой  себя.  Из  исследований  Н.  Н.  Меймана  вытекает: 

/^/^-область  при  /г  ^  4  ограничена  бесчисленным  множеством  кусков 
различных  аналитических  поверхностей. 

Чтобы  получить  аналитическое  выражение  для  этих  кусков  гипер- 
поверхностей, воспользуемся  нижеследующими  леммами,  которые  были 
доказаны  независимо  Н.  Н.  Мейманом  и  мною: 

Лемма  1.  Уравнения  границы  І^Р-области  не  зависят  от  коорди- 
наты 8^. 
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другими  словами,  ^Р-область  имеет  форму  цилиндра  с  образующими, 
параллельными  оси  ^^. 

Доказательство.  Первоначально  мы  будем  представлять  себе 
/^/^-область  замкнутой,  присоединяя  к  ней  ее  предельные  точки.  Пусть 
точка  (^і,  •^е>^^ит  в  /^/^-области,  т.  е.  пусть 

т 

=  (^=Ь  2,  п). 

Тогда  это  же  имеет  место  для  точки 

т 

4  =  2^?  +  ^^*    (^=1.  2,  я), 

где  /  —  целое  положительное,  а  ^  — -  любое  вещественное  число.  Заставим 
теперь  і  неограниченно  расти  и  свяжем  ^  а  і  равенством 

где  а  —  произвольно  заданная  постоянная  величина.  В  силу  этого  вели- 
чины 

будут  стремиться  к  нулю.  Таким  образом  точка 

является  точкой  сгущения  последовательности  точек  /?/^-области  и  в  силу 
ее  замкнутости  тоже  принадлежит  /^/^-области,  ч.  и  тр.  д. 

Лемма  2.  Если  точка  (з^,  з^,  лежит  в  І^Р-области,  то 

это  имеет  место  также  для  точки  {з^,  8^-\-о.,  .  .  .,  5^,  где  а  ~  про- 
извольная положительная  величина. 

Доказательство.  В  силу  леммы  1  мы  можем  не  обращать  вни- 
мания на  координату  ^^.  Вместе  с  точкой  (^2,  5»,         з^)  точка 

^'и^'кЛ-^^''    (^^2,  3,  я), 

где  і  —  целое  положительное,  а  ^  —  любое  вещественное  число,  также 
лежит  в  /^/^-области.  Неограниченно  увеличивая  і  и  связав  ^  с  ^  соотно- 
шением 

что  в  силу  а>0  всегда  возможно,  мы  увидим,  что  величины 

будут  стремиться  к  нулю.  Отсюда,  рассуждая  как  при  доказательстве 
леммы   1,  мы  докажем,  что  вместе  с  точкой  (^2'  *^3'  ^г)  ^  точка 

(5-2  + а,  ^з,         з^,  где  а>0,  лежит  в  /^/^-области,  ч.  и  тр.  д. 

Употребленный  здесь  прием  позволяет  нам  решить  следующую  задачу: 
Задано   п  вещественных   величин   5^  53,...,  •^гл-і-  Удовлетворить 
уравнениям 

(13)  +  (^=1,  2,...,  «) 

вещественными  значениями  х^,  х^,  (число  т  не  задано). 
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Эта  задача  всегда  имеет  решение.  В  самом  деле,  если  решение  су- 
ществует для  некоторой  точки  (^і,  53,  .  .  .,  8^^_^),  то  при  помощи  опи- 
санного приема  мы  убедимся,  что  это  имеет  также  место  для  точки 
52„_і),  где  а  —  совершенно  произвольная  вещественная 
величина.  Поэтому  на  координату  5^  можно  не  обращать  внимания. 
Далее,  если  существует  решение  для  точки  (53,  5^,  52^_і),  то  оно 
существует  и  для  точки 

Полагая 

іь,^  =  а, 

где  а  —  произвольно  заданная  вещественная  величина,  и  заставляя  і 
неограниченно  расти,  мы  в  силу  нечетности  числа  3  всегда  можем  по- 
дыскать соответствующее  значение  для  Но  так  как  при  этом  процессе 
величины 

стремятся  к  нулю,  то  и  точка  (8^~{-а^  5^,  32п-і^  имеет  решение, 
так  что  и  на  координату  53  можно  не  обращать  внимания.  Таким  путем 
мы  постепенно  докажем,  что  все  координаты  з^^^^  могут  принимать 
произвольные  вещественные  значения,  ч.  и  тр.  д. 

Теперь  перейдем  к  описанию  приема  Меймана  для  нахождения  гра- 
ниц /^/^-области.  Допустим,  что  координаты  53,  5^,  .  .  .,  уже  подобраны 
так,  что  при  достаточно  большом  ^2  точка  (^2,  ^3,  .  .  . ,  лежит 
в  /?/^-области.  Тогда  для  нашей  цели  достаточно  найти  при  закрепленных 
значениях  53,  5^,  .  .  . ,  8^  наименьшее  значение  ^2  такого  рода,  чтобы 
точка  (^2,  ^з,  ...,  8^)  лежала  в  /^/^-области.  Согласно  методу  Лагранжа 
мы  должны  приравнять  нулю  все  частные  производные  линейного  аггрегата 

^2  +  ^3*^3  +  ^4-^4  +  •  •  •  +  ^  А 

по  переменным  х-^,  х^,  . .  х^: 

2х.  +  ЗІ^х^.  +  4Ѵ?  +  .  .  .  +  ^ѴГ^  =  ^    (/  =  1 ,  2,  .  .  . ,  т). 

Это  показывает,  что  все  искомые  значения  х.,  за  исключением  тривиаль- 
ного значения  л;^.  =  0,  являются  корнями  уравнения 

2  +  3\г  +        +  ,  .  .  +  пі^г^-^  =  О, 

т.  е.  что  среди  значений  х.  существует  только  п—  2  различных.  В  силу 
этого  мы  можем  представить  уравнения  пограничной  гиперповерхности 
/^/^-области  параметрически  в  следующем  виде: 

(14)         Зм  =  Рі^і+Р2^І  + •■''+Рп~2^'п-2    (^=1,2,  я), 
где       р^,  р^_2  — целые  неотрицательные  числа.  Каждой  системе 

значений   Рі,  р^^  /7„_2  -  ^о*^'^^^'^™У^т  одна  аналитическая  гипер- 

поверхность. И.  Н.  Мейман  назвал  эти  гиперповерхности  квазидискри- 
Минантными  поверхностями.  Главная  трудность  проблемы  состоит  в  ис- 
следовании, какие  из  квазидискриминантных  поверхностей  действительно 
ограничивают  /^/^-область  и  какая  квазидискриминантная  поверхность 
пересекает  заданную  прямую 

—  СОПЗ^,     5^  =  С0П5І,      .  .  .  ,     5^  —  С0П5І 
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в  пограничной  точке  /^/^-области.  Для  знакомства  с  решением  этих  во- 
просов отошлем  читателя  к  работе  самого  Н.  Н.  Меймана.  Здесь  же  мы 
ограничимся  решением  проблемы  для  простейших  случаев  /г  =  2  и  /г  — 3. 

Случай  п  =  2.  В  силу  леммы  1  нам  достаточно  удовлетворить  уравне- 
нию 

Чтобы  это  было  возможно,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  имело  место 
неравенство 

(15)  8^>0, 

Это  и  есть  необходимое  и  достаточное  условие  для  решаемости 
/^/^-проблемы.  В  предельном  случае 

должно  также  иметь  место 

В  этом  случае  нетрудно  также  найти  возможно  меньшее  значение 
для  т.  Для  этого  обратим  внимание  на  то,  что  область  точек,  соответ- 
ствующих степени  /?г  =  2,  имеет  в  качестве  границы  огибающую  семей- 
ства 

(16)  5і=л:і+Х2,  8о^^х\-\- 

где  следует  считать,  например,  параметром  кривой  іа  х^  —  парамет- 
ром семейства.  Уравнения  этой  огибающей  суть 

(17)  '       "^І  ""     ^"^2'      "^2  "     2.^2  • 

Таким  образом  точки,  лежащие  внутри  кривой  (17),  соответствуют 
степени  //2  =  2. 

Чтобы  получить  точки,  соответствующие  степени  т  =  Ъ^  будем  пере- 
носить кривую  (16)  вдоль  кривой  (17). .  Получаемое  таким  образом  семей- 
ство 

(18)  8,^х^-{-2х^,    8^  =  х\+2х1 
имеет  огибающую  кривую 

(19)  51  =  3x2,  8^^Ъх1, 

которая,  следовательно,  ограничивает  точки,  соответствующие  степени 

Продолжая  этот  процесс,  мы  получим  дискретное  семейство 

(20)  8^=^тХо^,    8^  =  тх1    {т  =  \,2,3,  ...) 

парабол  такого  рода,  что  между  {т \)-й  и  т-й  параболами  лежат  точ- 
ки, соответствующие  наименьшей  степени  т.  С  другой  стороны,  для 
каждой  точки  верхней  полуплоскости  (^2  >  0)  можно  всегда  найти  две 
параболы  (20),  между  которыми  лежит  эта  точка.  Именно, 

(21)  = 

где  е  =  О  для  целых  —  и  г  ==  1  для  дробных  —  . 
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Случай  «  =  3.  Найдем  при  закрепленном  значении  наименьшее 
значение       для  которого 

Условие  экстремума  для  функции 
дает 

2х^  +  3).л:2==0    (/-==1,  2,  т). 

Отсюда  следует 

 4т    8т 

Исключая  X,  получим 

^2  =  т>^Щ^ . 

Наименьшее  значение  для  получится,  если  положить  т  =  Тогда 
будем  иметь 

Отсюда  в  силу  леммы  2  следует,  что  /^/^-проблема  имеет  решение  тогда 
и  только  тогда,  если 

(22)  .      4  —  52^0. 

Для  случаев  л  ^  4  получается  бесчисленное  множество  неравенств 
такого  типа. 

§  2.  /Г/^-полиномы.  Задан  полином 

/г-й  степени  с  комплексными  коэфициентами  а^.  Спрашивается,  возможно 
ли  так  продолжить 

/='(г)=/(г)  +  0''+><{>Н, 

где  ср  (г)  —  новый  полином,  степень  которого  не  задана,  чтобы  все  корни 
полинома  Р  (г)  лежали  на  единичной  окружности  |2:|  =  1. 

Обозначим,  как  и  прежде,  через  5^,        ^^,  ...   коэфициенты  лога- 
рифмической производной  от  Р(г),  связанные  с  коэфициентами  фор- 
мулами Ньютона,  и  через  ^'?ѵ  —  величины,  обратные  корням  полином 
Тогда  можно  привести  /іСР-проблему  к  вопросу  о  разрешимое!  і 
системы  уравнений 

т 

(23)  ^^  =  2е'''ѵ     (А=1,  2,  п), 

где  число  т  не  задано  и  поэтому  может  принимать  сколь  угодно  боль- 
шие значения. 

Л.  И.  Гаврилов  показал,  что  эта  проблема  всегда  имеет  решение. 
Отсылая  за  подробностями  к  статье  Л.  И.  Гаврилова,  мы  наметим  здесь 
лишь  основную  идею  решения. 
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Сначала  Л.  И.  Гаврилов  полагает  все  8^  —  0,  В  этом  случае  можно 
удовлетворить  уравнениям  (21),  полагая 

(24)  е''^^==е"^    (ѵ=  1,  2, .  .  . ,  /г  +  1). 

После  этого  он  доказывает,  что  уравнения  (23)  имеют  решения  также 
в  том  случае,  если  достаточно  малы,  в  то  время  как  их  отношения  могут 
быть  произвольно  заданы.  Для  этого  достаточно  показать,  что  якобиан 
системы  функций  5^,  .  .  . ,  5^  по  переменным  ср^,  ср^^  •-•■>  ^^" 
ращается  в  нуль  в  точке  (24).  Тогда  из  теоремы  Юнга  следует,  что 
уравнения  (23)  имеют  решения,  поскольку  величины  по  абсолютному 
значению  не  превосходят  некоторой  границы  р: 

\з,\<?  2,  п). 

Теперь  зададим  величины  5^^,  з^,  .  .  8^  совершенно  произвольно. 
Возьмем  столь  большое  целое  число  М,  чтобы  выполнялись  неравенства 

|||<р    (й==1,  2,  п). 

Тогда,  беря  в  левых  частях  уравнений  (23)  в  роли  величины  ~ ,  мы 
получим  для  них  решение 

т 

І^^е'*'^'     (^=1.  2,  ....  я). 

V  =  1 

Отсюда  следует 

т 

Эти  равенства  дают  искомое  решение  для  системы  уравнений  (23)  при 
произвольных  значениях  5^,  8^,  ч.  и  тр.  д.  Одновременно  мы 

видим,  что  здесь  в  роли  степени  т  можно  взять  число  М{п -{-]). 
!  '  §  3.  Я/'-полиномы.  ///^-проблема  еще  не  решена.  Можно  ожидать, 
что  ее  решение  будет  примерно  той  же  трудности,  что  и  для  І^Г-проб- 
лемы.  Здесь  мы  ограничимся  изложением  решения  ///^-проблемы  для 
случая  п=2.  Проблема  допускает  постановку  для  комплексных  коэфи- 
циентов;  однако  для  простоты  мы  решим  ее  для  вещественных  коэфи- 
циентов. 

Приведенные  в  §  2  соображения  позволяют  свести  ///^-проблему 
к  решению  системы 

т 

(25)  5і==2Ѵр^со5Ѳ,, 

^2  =  2  2  Рѵ  С05  2Ѳ^, 

ѵ=1 

созѲ^^О    (ѵ==1,  2,...,  т).  ^ 
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(26) 


где 
(27) 


Р,>0, 


Из  уравнения  (25)  непосредственно  вытекает  первое  необходимое 
условие: 

(28)  О, 

Далее,  уравнение  (26)  может  быть   представлено  в  следующем  виде: 

т  т  т 

V  =  1  ••1—1  V  =  1 

в  то  время  как  из  (25)  непосредственно  следует,  что 

т  т 
«1=4  2?!         в,  +  8  2  Р,Р,  СОЗ  %  С05  е.  35=  4  2  Р^  С052  Ѳ,. 

Отсюда  выводится  второе  необходимое  условие: 

(29)  ^2_^^;^0, 

Условия  (28)  и  (29)  являются  также  достаточными.  В  самом  деле, 

Таким  образом,  если  условия  (28)  и  (29)  выполнены,  то  для  уравнений 

(30)  \ а^х а^х^ 
имеем 

(31)  ■  аі<0,  а2>Ѳ. 

Если  при  этом  корни  уравнения  (30)  вещественны,  то  из  (31)  следует, 
что  они  положительны.  Если  же  они  сопряженно  комплексны: 

то  имеем 

—  ^  =  2р  соз  ср  ^  0. 

В  обоих  случаях  Я/^-проблема  имеет  решение  при  т~2,  и  мы  при- 
ходим к  следующей  теореме: 

Вещественный  полином  второй  степени  Н-продолжаем  тогда 
и  только  тогда,  если  он  сам  является  Н- полиномом. 

Дальнейшее  исследование  показывает,  что  эта  теорема  не  распро- 
страняется на  полиномы  высших  степеней. 

§.  4.  5/^-полиномы.  Под  однолистным  полиномом  (будем  для  кратко- 
сти называть  его  б'-по  ли  номом)  мы  разумеем  полином 

отображающий  единичный  круг  1 0 1  -<  1  в  плоскости  2  на  однолистную 
область  в  плоскости  т.  Другими  словами,  однолистный  полином  должен 
для  всяких  различных  значений  0^,  области  1 2^  |  <^  1  всегда  давать 
различные  значения  /{г^),  /{г^). 

Для  однолистных  полиномов  имеет  место  следующий  критерий 
Дьёдонне: 

Чтобы  полином 

/(г)=г  +  «з^2-|-,..+Ѵ 
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был  5-полиномом,  необходимо  и  достаточно,  чтобы  полином 

не  имел  ни  при  одном  значении  Ѳ  корней  внутри  области^  |2^|<^1. 

Под  5/^-полиномом  мы  будем  разуметь  полином,  который  можно 
так  продолжить,  чтобы  продолженный  полином  был  5-полиномом.  Не- 
сколько изменим  и  уточним  это  определение: 

Будем  называть  ^^/^-поли номом  полином  /(2:),  который  можно  так 
продолжить  до  полинома 

т-й  степени,  чтобы  Р  {г)  был  однолистным  в  области  1 2:  |  <  1  —  г.  При 
этом,  выбрав  т  достаточно  большим,  можно  сделать  з  ^  О  сколь  угодно 
малым. 

5/^-полином  можно  продолжить  до  регулярной  и  однолистной  внутри 
|2^|<^1  аналитической  функции.  В  самом  деле,  зададим  последователь- 
ность ?і,  ц,  З3,...  положительных  чисел,  стремящуюся  к  нулю.  Обо- 
значая через  Р^(2:)  полином  типа  / (г) -\- г^"^ ^  (г) ,  однолистный  в  обла- 
сти 1 2^ |<;  1  —  (ѵ  =  1,  2,  3,...),  мы  получим  последовательность  по- 
линомов 

(32)  Р,(г),  Г,{г), 

нормальную  в  каждой  области  |2^|<;і — е,  так  как  каждый  из  полино- 
мов Г^і^:)  имеет  в  силу  известного  свойртва  однолистных  функций: 

\^т\<"^^    (тг=:2,  3,  4,  . .  .), 

мажоранту 

которая  регулярна  внутри  области  |2:|<^1 — б,^.  Следовательно,  из  по- 
следовательности (32)  можно  выделить  подпоследовательность,  равномерно 
стремящуюся  к  некоторой  аналитической  функции,  которая,  очевидно, 
регулярна  внутри  области  |2^|<^1.  Функция  Р{г)  однолистна  внутри 
|2:|<;і.  В  самом  деле,  в  противном  случае  существовали  бы  значения 

^^'  кіІ<1,  Ы<^. 

такого  рода,  что  имело  бы  место  равенство 

Тогда,  сколь  бы  мало  ни  было  5>0,  всегда  существует  такое  ѵ,  что 

(33)  ,  і/^ѵ(^і)-^ѵ(^2)|<2. 

Окружим      и  2^2  кругами,  радиусов  соответственно 

2      '         2  ' 

Тогда  Б  силу  теоремы  искажения  (Ѵеггеггип^ззаіх)  эти  круги  перейдут 
в  области,  границы  которых  имеют  минимальные  расстояния  до  /^ѵ('^і)» 
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Соответственно  стремящиеся^  к  нулю  с  возрастанием  ѵ.  Стало 

быть,  эти  области  должны  в  силу  (33)  частично  перекрываться,  что  про- 
тиворечит однолистности  полинома  Р^{г). 

С  другой  стороны,  всякую  однолистную  внутри  |2:|<;^1  функцию 
можно  аппроксимировать  однолистными  внутри  |2^|<^1 — б  полиномами, 
как  бы  мало  8  ни  было^).  Этим  все  доказано. 

Можно  епде  поставить  вопрос  несколько  иначе.  Именно,  представляет 
интерес  определить,  в  каком  возможно  большем  круге  заданный  поли- 
ном /(г)  однолистен  или  однолистно  продолжаем.  Последнюю  задачу 
можно  следующим  образом  модифицировать: 

Найти  для  заданных  полинома  /{г)  и  числа  т  полином 

/-(^)=/(^)  +  ^«^і(р(2:) 

//г-й  степени,  который  был  бы  однолистен  внутри  возможно  большей 
области  типа  \г\<ІІ^. 

Обратим  внимание  на  то,  что  такой  „максимальный  полином"  Р (г) 
обладает  некоторыми  экстремальными  свойствами,  которые  его  вполне 
характеризуют.  Именно,  при  любой  вариации  коэфициентов  полинома 
^(г)  „радиус  однолистности"  полинома  может  только  уменьшаться. 

Это  позволяет  свести  проблему  к  чисто  алгебраической  задаче.  Однако, 
чтобы  решить  эту  задачу  до  конца,  необходимо  улучшить  относящуюся 
к  ней  выкладочную  технику. 

§  5.  Дальнейшие  обобщений  основной  проблемы.  Можно  формули- 
ровать нашу  ШІ/^-проблему  следующим  образом: 

Заданы:  бесконечная  последовательность  линейно  независимых  функций 

(34)  ^0  =  1,    ?і  =  2;,    ^2  =  ^^» 

и  точечное  множество  ШІ  на  плоскости  г.  Найти  полином 

первые  п  коэфициентов  которого  Л^,  Лд,  . . заданы  и  корни 
которого  лежали  бы  на  ШІ. 

Подвергая  переменную  г  преобразованию  (которое  мы  для  простоты 
предположим  однозначно  обратимым),  мы  преобразуем  последовательность 
(34)  в  другую  последовательность,  множество  Ш  —  в  другое  множество 
Шц;  однако  условия  решаемости  проблемы  останутся  теми  же.  Следова- 
тельно, характер  этих  условий  зависит  от  взаимных  отношений  последо- 
вательности (34)  и  множества  ШІ,  остающихся  инвариантными  при  всяком 
одновременном  конформном  преобразовании.  Что  характер  этих  условий 
может  быть  различным,  показывает,  например,  сравнение  /^/^-проблемы 
(§  1)  с  /іС/^-проблемой  (§  2). 

Можно  поставить  обратную  задачу:  Каково  должно  быть  взаимоот- 
ношение последовательности  (34)  и  множества  ЗЗі  для  того,  чтобы  усло- 

3)  См.  V.  Ьеѵіп,  Ветегкип§  т  сІеп  зсЬИсЫеп  АЬЪі1сіип§еп  сіез  Еіпііеііз- 
кгеізез,  іаЬгезЬегісІіІ  Оеиізсііе  МаіЬета1ікег-Ѵегеіпі§ип§,  т.  42  (1932),  стр.  68 — 70, 
где  показано,  что  всякая  частная  сумма  л-й  степени  степенного  ряда  функции, 

однолистной  внутри  \г  \  <  1,  однолистна  внутри  \2\  <  1  —  6^-^  при  л  2^  17.  См. 

также  М.  I.  8.  К  о  Ь  е  г  1: 8  о  п,  Оп  Ше  Шеогу  оі  ипіѵаіепі  {ипсііопз,  Апп.  оі 
МаШ.,  т.  37  (1936),  стр.  404. 
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ВИЯ  решаемости  обобщенной  проблемы  имели  наперед  заданный  характер? 
Например,  чтобы  проблема  всегда  имела  решение?  Или,  например,  чтобы 
только  ЮІ-полиномы  были  ШІ- продолжаемы? 

В  заключение  решим  /^/^-проблему  для  я  —  2,  выбирая  в  качестве 
последовательности  полиномов 

Из  тождества 
мы  получим 


Стало  быть,  наперед  заданы  только  коэфициенты 

^о~^о — А^~аі  —  а^,    А^=^а^  —  а^. 

Полагая 

аі  =  ао  —  Ао,    а^=^  а^  — Ао  — А^,    а^^а^  — Ао  — А^— А^, 

где  мы  должны  считать  А^,  А^,  А^  постоянными  числами  и  —  веще- 
ственным параметром,  мы  вставим  эти  выражения  в  условие  решаемости 

7^/^  -  проблемы  для  п  =  3,  т.  е.  в  неравенство 

За^а^     Ъа^а^  —  ба^^а^  -\-  1  Еа^а^а^а^  —  9а^а|  >  0. 

Это  дает 

ф  (а,)  =  3  К  —  Л,)2  (^^  ™  Л  о "  Л  іР  -  8^0  К  -  Л  о  -™  Лі)^  - 
--6{а,  —  А,)Ца,-А,~А,-~-А,)-{- 
+  1 8  а,     —  А,)  (а^  —  Ло  —  Лі)      —  Л  о  —  Лі  —  Л^)  — 
-  Э^К  -  Л,  -  Лі  -  Л^)^  >  0. 

Полином  ф  (а^)  четвертой  степени  относительно  переменной  имеет 
в  качестве  старшего  члена 

(35)  -2а^, 
а  в  качестве  постоянного  члена 

(36)  ЗЛ^  {А,  +  Л і)2  -  6А,  (Л „  +  Л,  +  А,)К 

Чтобы  существовало  значение  а^,  для  которого  бы  имело  место  ф  (а^) 
необходимо  и  достаточно,  чтобы  не  все  корни  полинома  ф  (и)  были 
мнимыми.  В  частности,  это  условие  всегда  будет  выполнено,  если  выра- 
жение (36)  будет  иметь  положительное  значение.  Предоставим  читателю 
подробно  выписать  необходимые  и  достаточные  условия  решаемости 
этой  проблемы. 

Я  надеюсь,  что  для  более  общих  проблем  этого  типа  будут  найдены 
более  тонкие  методы,  чем  приведенные  грубые  соображения. 
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ЗАДАЧА  ИЗ  ТЕОРИИ  АЛГЕБРАИЧЕСКИХ  ЧИСЕЛ. 

Н.  Г.  Чеботарев  (Казань). 


В  одной  из  моих  прежних  работ  і)  я  привел  вопрос  о  существовании 
некоторых  относительно  абелевых  числовых  полей  к  проблеме  существо- 
вания /-примарных  простых  идеалов  :р  внутри  заданного  нормального 
алгебраического  числового  поля  для  которых  символ  степенного  вы- 
чета 


В  силу  примарности  идеала  :);)  значение  символа  (1)  не  зависит  от  вы- 
бора идеалов  ^.. 

Эта  задача  казалась  мне  неразрешимой  средствами  современных  ме- 
тодов аналитической  теории  чисел,  так  как  я  не  мог  привести  ее  к  за- 
даче Фробениуса  о  существовании  простых  идеалов,  принадлежащих 
к  различным  подстановкам  группы  поля.  В  настоящее  время  мне  удалось 
реиіить  эту  задачу  для  случая  1==2  для  мнимых  квадратичных  полей 
к  (У — //г),  где  т  —  целое  нечетное  лишенное  квадратов  число,  предста- 
вимое  в  форме  л:2 3/2. 

§  1.  В  дальнейшем  нам  понадобятся  формулы,  выражающие  лежанд- 
ровы  символы  в  иррациональных  алгебраических  числовых  полях  через 
символы  в  поле  рациональных  чисел.  Эти  формулы  были  получены 
Ф.  Фуртвенглером  2)  для  относительно  нормальных  полей  и  Т.  Такаги^) 
для  общего  случая. 

1)  N.  Т8сЬеЬоіа^б^ѵ,  Ш1егзис1іип§еіі  ііЬег  геіаііѵ  АЬеІзсЬе  2а1і1кбгрег, 
іоигпаі  Шг  (ііе  геіпе  ипсі  ап§е\ѵап(11е  Маіііетаіік,  т.  167  (1932),  стр.  98—121. 

2)  РЬ.  Риг1:\ѵап§1ег,  ОЬег  сііе  Кегіргогііаіз^езеіге  2\ѵІ5СІіеп  /-іеп  Роіепг- 
гезіеп  іп  а1§еЬгаІ5сЬеп  2а1і1кбгрегп,  \ѵепп  /  еіпе  игі§егас1е  РгітхаЫ  Ьссісиіеі, 
МаШ.  Апп.,  т.  58  (1904),  стр.  24. 

3)  Т.  Така§і,  ОЬег  (іаз  Кегіргогііаіз^езеіг  іп  еіпет  Ье1іеЬі§еп  аІ^еЬгаізсЬеп 
2аЫкбгрег,  іоигп.  о{  СоИ.  оі  5с,  Ітр.  Шіѵ.  Т6к]о,  т.  44  (1922),  стр.  10. 


(1) 


имел  бы  заданное  значение.  Здесь 

означают  сопряженные  с  )5  простые  идеалы,  а 


—  сопряженные  друг  с  другом  целые  числа  поля  причем 
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Будем  обозначать  через  { .  . . }  символ  1-го  степенного  вычета  в  поле  К, 
через  (.  .  .) — в  его  делителе  к  и  через  М{,  .  .)  —  относительную  норму 
чисел  и  идеалов  поля  К  по  отношению  к  к.  Тогда  имеет  место  равенство 

где  а — -число  из  к,  а  33  —  идеал  из  К.  Далее,  имеет  место  равенство 

(3)  Ш  = 

где  А  —  число  из  К  п  С  —  идеал  из  к. 

§  2.  Пусть  ^  — поле  рациональных  чисел  и  Л'— мнимое  квадратич- 
ное поле: 


К=к{\/—т), 

где  т  —  целое,  положительное,  нечетное  и  лишенное  квадратов  число. 
Далее,  предположим,  что  т  представимо  в  форме  суммы  двух  квадра- 
тов: 

Это  означает,  что  каждый  простой  множитель  д.  числа  т: 

(4)  т  =  д^д^.,,д^, 

удовлетворяет  сравнению 

(5)  д^  =  \{то(14)    (/=  1,  2, .  .  . ,  5). 
Базис  поля  /С  может  быть  представлен  в  форме 


Условие:  число 


(6)  р===м{а-^Ь]/'—т)  =  а'^-^тЬ^ 

должно  быть  нечетным  простым  числом, требует  выполнения  одной 
из  следующих  двух  систем  сравнений: 

(7)  а^1(тосі2),  ^^0(шосі2) 
или 

(8)  а  =  0(шос12),  ^^1(шос12). 

В  первом  случае  искомый  символ  |^  ^  ^  |/- — ~"|  может  быть  преоб- 
разован так: 

\а-{-ЬУ'^)'~~'\а-^ЬѴ^}  [а'^^тЬЧ 

\а'і  +  тЬЧ  \  а  I  \т  I 

Символ  Якоби  в  силу  (4)  может  быть  представлен  так: 

(т)      (^)         * '  *  ^?^^  * 
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Каждый  из  символов  (  — )  имеет  значение  +1  тогда  и  только  тогда, 
если  сравнение 

(10)  ^'^  —  а  (шойд^) 
имеет  рациональные  решения.  Но  так  как 

(11)  р  —  а'^  (тосі^.), 

то  ( )  =  1  тогда  и  только  тогда,  если  р  есть  битадратичный  вы- 
чет по  модулю  д..  Необходимость  этого  условия  очевидна.  С  другой 
стороны,  если 

р^Ц  (той^.), 

то  в  силу  (6)  или 

а^Ц  (тосі^.), 

"•^"  а^-Щ  (той д.). 

Оба  значения  а  в  силу 

(12)  ^^^1  (то(14) 

являются  квадратичными  вычетами  по  модулю  д^.  Это  означает,  что  сим- 
вол имеет  значение  -|-^*  Если  нам  предоставлено  выбрать  по  про- 
изволу класс  сравнений  по  модулю  д.,  в  котором  должно  лежать  /?, 
лишь  с  тем  ограничением,  что  р  должно  быть  квадратичным  вычетом 

по  модулю  д-,  то  мы  имеем  в  своем  распоряжении  биквадратич- 

ных  вычетов  и  ^~  ^  невычетов.  Для  первых  имеет  место  (~)  ~+  Ь 

для  вторых  ( ^  ^  =  —  1 . 

Обраш,аясь  к  случаю  (8)  и  полагая 

а  =  2Ц,  (аі,2)=:1, 

мы  будем  иметь 

(13)  {'^-ЬУ^т\      I     2а      \      /      2  У-^'/^А 

■=<-')'^""(,?)=<-')'-^"""(-и"-^'(^). 

Подвергнем  простое  число  р  дальнейшему  ограничению: 

(14)  р~т  (шо(18). 

Тогда  оба  выражения  (9)  и  (13)  приобретают  одну  и  ту  же  форму: 

^    ^  [а-^-ЬУ—т)      ^        ^  ^гп)' 

так  что  теперь  мы  можем  не  различать  случаев  (7)  и  (8).  Таким  обра- 
зом мы  видим,  что  значение  нашего  символа 


а~Ь  V—  т\ 
а^Ъ У— т ) 
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вполне  определится,  еслй  мы  будем  знать  класс  сравнений  по  модулю  8т, 
в  котором  лежит  р. 

§  3.  Особого  рассмотрения  требует  случай,  когда  К  есть  гауссово 
поле:  К==к{і).  Тогда  мы  можем  нормировать  число  а-\-Ы  при  помощи 
единиц  +1,         таким  образом,  чтобы  было 

а>0,    а^І  (тосі2),    Ь^О  (то(і2), 
и  искомый  символ  может  быть  преобразован  так: 

(16) 


4 


Условие  примарности 


требует,  чтобы  значения  символов 

(а  ~  Ы\  СЬ-\-  аі\ 
\а  +  Ы)  '      \а  +  Ы) 

были  равны  друг  другу.  Отсюда  следует 

л  7^  ~    \  —  /І±^'\  —  /_^^\  —  /    2г>  \ 

\а-\-ы]~~\Ь~аі)'~~'\ъ  —  аі)'~'\а^  +  Ь'^І' 

Стало  быть,  в  силу  (16)  мы  будем  иметь 

/  АаЪ    \  /     2а     \  I     2Ъ     \  . 

откуда  получаем 

1       /  \      /2(а  +  г^)2— 2(^2_|,^2)\       /     2  \ 

Это  условие  можно  также  написать  так: 

(18)  /?=1  (тос18). 

Если  это  условие  выполняется,  то  значение  искомого  символа       ,_  | 

в  силу  (16)  равно  -\-\.  Таким  образом  наша  задача  допускает  решение 
в  отрицательном  смысле. 

§  4.  Вернемся  опять  к  общему  случаю  §  2.  Чтобы  найти  главные 
простые  идеалы  (а-\-Ь  ]/ —  т),  удовлетворяющие  условию 

(19)  {;-^^^^\^., 

достаточно  найти  рациональные  простые  числа  р  =  М{а-\-1)і/ — т),  под- 
чиненные следующим  условиям: 

1)  р  должны  разлагаться  йнутри  /г  (|/ — т)  на  два  различных  про- 
стых идеала, 
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2)  р  должны  быть  примерными,  т.  е.  иметь  форму  Ак-\-\.  Более 
того,  они  должны  удовлетворять  условию 

р  =  т  (тосІ8). 

3)  р  должны  быть  квадратичными  вычетами  по  модулям  д. 
2,...,  5): 

(/  =  1,  2,.,., 

4)  Обозначая  через]  е^.  -|-  1  или  —  1  в  зависимости  от  того,  есть  ли 
р  баквадратичный  вычет  или  невычет  по  модулю  (допуская,  что  усло- 
вие 3)  уже  выполнено),  потребуем,  чтобы  имело  место 

т  —  1 

(20)  з^з^...е^.^(_„1)-4"с^ 

где  е  —  заданная  величина,  равная  -\- 1  или  - —  1 . 

Условие  1)  может  быть  следующим  образом  видоизменено  на  основа- 
нии свойств  поля  классов.  В  силу  определения  поля  классов ^)  простое 
число  р  является  нормой  главного  идеала  первой  степени  поля  К  тогда 
и  только  тогда,  если  р  является  нормой  идеала  первой  степени  поля 
где  Я.'  означает  поле  классов  поля  К.  Поэтому  условие  1)  равносильно 
следующему  условию: 

V)  р  должны  .принадлежать  к  тождественной  подстановке  внутри 
поля  ^\ 

Условия  2),  3),  4)  также  могут  быть  формулированы  подобным  же 
образом.  Для  этого  мы  введем  в  рассмотрение  поле  К-^  В/тг-ых  корней 
из  единицы.  Тогда  условия  2),  3),  4)  равносильны  следующему  условию: 

2')  р  должны  принадлежать  внутри  поля  к  определенному  классу 
подстановок. 

Вопрос  о  существовании  бесчисленного  множества  простых  чисел, 
принадлежащих  внутри  двух  различных  полей  Й  и  Л^^  к  заданным  клас- 
сам подстановок,  имеет  утвердительный  или  отрищітельный  ответ  в  за- 
висимости от  того,  вызывают  ли  обе  заданные  внутри  обоих  полей  под- 
становки одну  и  ту  же  или  разные  подстановки  среди  величин  пересече- 
ния      полей  ^  п  Кі^). 

Кі,  а  потому  и  являются  абсолютно  абелевыми  полями.  С  другой 
стороны,  наибольшее  абсолютно  абелево  частичное  поле  классов  квадра- 
тичного поля  К=  к  (|/ —  т)  есть  поле  к  {і,  |/ —  д^,  |/—  д^,  . ,  .  ,  |/ —  д^)  ^). 
Это  поле  действительно  содержится  в  Кі,  а  потому 

(21)  /^2  =  ^(^/^/-..,/^.)- 


4)  Н.  Н  а  8  5  е,  ВегісЫ  ііЬег  пеиеге  ШіегзисЬип^еп  ипсі  РгоЫете  аиз  сіег 
ТЬеогіе  (іег  а1§еЬгаізсЬеп  2аЫкбгрег,  Теіі  I:  КІаззепкбгрегШеогіе,  ІЪег.  О.  М.-Ѵ., 
т.  35  (1926),  стр.  4,  ОеііпіІІоп  1°. 

5)  N.  Т  5  с  Ь  е  Ь  о  і  а  г  е  і  Оіе  Везііттип^  сіег  ОісЫі^кеіІ  еіпег  Меп§е  ѵоп 
РгітгаЫеп,  сііе  ги  еіпег  дедеЬепеп  ЗиЬзІііиііопзкІаззе  ^еЬбгеп,  МаіЬ.  Апп.,  т.  95 
(1925),  стр.  213. 

6)  N.  ТзсІіеЬоІагош,  2иг  ОгиррепШеогіе  сіез  Кіаззепкбгрегз,  ^ои^па1  Шг 
(ііе  геіпе  ипсІ  ап2е\ѵап(І1е  МаШетаІік,  т.  161  (1929),  стр.  193.  Веізріеі. 
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Тождественной  подстановке  в  очевидно,  соответствует  подстановка  в  К. 
Таким  образом  остается  лишь  доказать,  что  также  подстановка  в  К2, 
вызванная  подстановкой  из  Кі,  определенной  условиями  2),  3),  4),  есть 
тождественная  подстановка.  Условия  того,  чтобы  р  внутри  разлагалось 
на  простые  идеалы  первой  степени,  состоит  в  выполнении  сравнений 

Эти  условия,  за  исключением  первого,  совпадают  в  силу  лежандрова  за- 
кона взаимности  с  условием  3),  а  первое  из  этих  условий  содержится 
в  условии  2).  Таким  образом  существование  искомых  простых  чисел  до- 
казано. 

§  5.  Я  позволю  себе  остановиться,  на  тех  трудностях,  которые  свя- 
заны с  решением  нашей  задачи  в  других  случаях.  Рассмотрим  все  типы 
мнимых  квадратичных  полей  и  проведем  для  каждого  из  этих  типов 
рассуждения,  подобные  тем,  которые  мы  применили  при  выводе  фор- 
мул (9)  и  (13).   

1.  ЛГ=/г(|/— //г),  //г  ^  1  (тосі  4).  Базисом  является 

[1, 

Формулы  (9)  и  (13)  сохраняются  в  силе: 

(23)(''--^і^і:!!І^(-1)^'(|-)    [а=1  (той2)'  6  =  0  (той 2)]; 

(тосі2),    а  =  2\,    {а^,2)  =  \]. 

Но  здесь  мы  должны  допустить,  что  т  содержит  также  простые  множи- 
тели вида  4/е-1~3.  Пусть        будет  один  из  таких  множителей.  Тогда 

(|)  — (тг). 

так  что  здесь  нормирование  а>0  суидественно.  С  другой  стороны, 
сравнение 

^^~р  (тосі^і) 

при  ді  =  3  (той  4)  всегда  имеет  два  и  только  два  рациональных  реше- 
ния. Мы  не  имеем  способа  различать,  имеет  ли  при  этом  сравнение 

Е^ЕЕ^  (шосі^і),  а>0 

рациональные  решения  или  нет. 

Формулу  (23)  можно  записать  следуюидим  образом: 
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Здесь  каждый  множитель 

а  —  I  ді  —  I 


не  зависит  от  выбора  знака  при  а.  Но  зато  он  зависит  от  поведения 
числа  а  по  модулю  4,  каковое  нельзя  охарактеризовать  никаким  свойст- 
вом сравнения  для  числа  р. 

II.  К=к{у^ — т),  т  =  3  (той  4).  Базисом  является 


Поэтому  целые  нечетные  числа  поля  К  могут  быть  представлены  или 
в  виде 


(26)  ^  +  Іу^^т, 


где 


или  в  виде 


2   '  2 

а=1  (тос12),    Ь~1  (той  2), 
а~\-Ь  т/  —  т, 


где  либо 

(27)  а=1  (тосІ2),    Ь  =  0  (той  2), 
либо 

(28)  -  д^О  (той2),    Ь~\  (тосі2). 
В  случае  (26)  имеем 

2      2  ^     ^[  _  (         д  )  ^  /         д         \  _ 


а-1  ^і-І 


/=1 


Здесь  сохраняют  свою  силу  все  замечания  к  случаю  Г. 
Аналогично  в  случае  (27)  получим 


т 


={-і)М-і)  '  (^)=(-1)  ^П(-і)^  ^  (^)- 

в  случае  (28)  число  р  не  примарно. 
19   Сборник  Граве 
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III.  Случай  /С  =  А;(|/ — 3)  отличается  от  случая  II  тем,   что  поле 
3)  содержит  нетривиальные  единицы 

Можно  было  бы  ожидать,  что  здесь  условие  примарности  наложит  на 
простые  числа  новые  ограничения.  Это,  однако,  не  имеет  места,  так  как 

ш -©•-+'• 

где  (О  означает  простое  число  поля  ^(|/—3). 

IV.  Случай  К^к  (]/— 2/я),  т~\  (тосі2).  Базисом  является 

[1, 

Имеем 

^  =  1  (то(і2),    Ь^О  (тосі2), 
так  как  условие  примарности 


требует  соблюдения  сравнения 

а2-}-2т^2^і  (то(і4). 

Отсюда  следует 

/?  =  а24-2т^2^1  (то(18). 

Имеем 

I  д— 5>  ]/—  2тЛ       /  .  I  2а       \       / аР^  +  2т5>2 \       /  ^\ 

1а  +  &]/:=~2^;       '«'  +  2т/^2;— ^\       ^       /      Іа  /  Іа  /  ~ 

=  (-1)    8  2      2  (^). 

Чтобы  решить  нашу  задачу  для  всех  этих  случаев,  необходимо 
определить  плотность  простых  чисел  вида 

которые  бы  удовлетворяли  условиям 

а>0,    а=1  (тосІ4). 
Для  этой  цели  может  оказаться  полезным  следующий  обобщенный  І-ряд: 

а,  Ь 

где  а  пробегает  все  (положительные  и  отрицательные)  целые  числа  вида 
Ак-\-\,  а  ^  —  все  (или  соответственно  все  четные)  целые  числа,  в  за- 
висимости от  типа  поля  /г  (|/ — т),  Я  надеюсь  исследовать  этот  вопрос 
в  дальнейшей  работе. 


ГРУППЫ  с  ДВУМЯ  КЛАССАМИ  НЕЙНВАРИАНТНЫХ  ПОДГРУПП. 


О.  Ю.  Шмидт  (Москва). 

Как  известно,  всякая  группа,  все  подгруппы  которой  инвариантны, 
является  абелевой  или  гамильтоновой  группой.  Автором  настоящей  ра- 
боты были  исследованы  группы,  имеющие  только  один  класс  неинва- 
риантных подгрупп!).  В  настоящей  работе  определены  все  типы  групп 
с  двумя  классами  неинвариантных  подгрупп. 

Автор  пользуется  случаем  выразить  благодарность  своему  дорогому 
ученику  Владимиру  Константиновичу  Туркину  за  самоотверженную  по- 
мощь при  подготовке  настоящей  статьи  к  печати. 

§  1.  Лемма.  Пусть  ®  есть  группа  порядка  §  и  ^  —  ее  подгруппа 
Силова  порядка      {р  —  простое  число).  Пусть  индекс  нормализатора 

подгруппы  ф  относительно  группы  ®  равен  і.  Если  ^  входит 
в  инвариантную  подгруппу  то  индекс  пересечения  ^  и  Ш  относи- 
тельно §  также  равен  і. 

Доказательство.  Подгруппы  Силова  порядка  все  сопряжены 
между  собой;  из  этого  следует,  что  число  их  равно  /.  Действительно, 
если  разложить  группу  @  по  модулю  9^: 

®     ?1  +  9^  О2  +    Оз  +  . . .  +    О^. , 

то  два  элемента,  принадлежащие  к  одной  и  той  же  смежной  системе  ШО/^, 
преобразуют  подгруппу  ^  в  одну  и  ту  же  сопряженную  подгруппу, 
а  два  элемента,  принадлежащие  к  различным  смежным  системам,  пере- 
водят ^  в  различные  сопряженные  подгруппы.  Таким  образом  число 
подгрупп,  сопряженных  с  $,  равно  /.  Если  ^  входит  в  инвариантную 
подгруппу  то  и  все  подгруппы,  сопряженные  с  содержатся  в 
При  этом  все  они  сопряжены  с  ^  внутри  так  как  ф  является  для 
группы  §  подгруппой  Силова.  Разлагая  §  по  модулю  где  2)  есть 
пересечение  групп  §  и  9^,  мы  убедимся  в  том,  что  число  подгрупп, 
сопряженных  с  равно  индексу  3)  относительно  что  и  доказывает 
нашу  лемму. 

Следствие.  Если  ^  не  инвариантна  в  (^,  то  и  всякая  подгруппа 
содержащая  Ш  {в  частности,  сама  9^),  не  может  быть  инвариант- 
ной в  ®. 


1)  О.  Ю.  Шмидт,  Группы,  имеющие  только  один  класс  неинвариантных 
подгрупп,  Математический  сборник,  т.  Х^ХШ,  вып.  2,  стр.  161 — 172. 
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Действи-гельнб,  если  ^  йнйарйантна  в  ®,  то  мы  можем  применить 
доказанную  лемму,  причем  теперь  ф  =  Из  равенства  индексов  9'!  от- 
носительно @  и  2)  относительно  §  заключаем,  что  ^  должна  совпа- 
дать с 

§  2.  Найдем  неспециальные  "^)  искомые  группы.  Пусть  @— -неспеци- 
альная  группа.  Тогда  не  все  ее  подгруппы  Силова  инвариантны.  Пусть  ^ 
порядка  есть  неинвариантная  подгруппа  Силова.  Кроме  подгрупп,  со- 
пряженных с  в  ©  должен  иметься  еще  один  класс  неинвариантных 
подгрупп.  Пусть  есть  одна  из  подгрупп,  входящих  в  этот  другой 
класс.  Возможны  три  случая:  1)  ШІ  содержит  одну  из  групп,  сопряжен- 
ных с  2)  ЗО^  содержится  в  одной  из  групп,  сопряженных  с  3)  не 
имеет  места  ни  то,  ни  другое.  Согласно  следствию  из  леммы  §  1 ,  в  слу- 
чаях 2)  и  3)  нормализатор  ^ІІ  группы  ^  совпадает  с  этой  группой,  так 
как  в  противном  случае  он  входил  бы  в  третий  класс  неинвариантных 
подгрупп. 

Докажем,  что  порядок  группы  @  не  может  делиться  более  чем  на 
три  различных  простых  числа.  В  самом  деле,  предположим,  что  этот  по- 
рядок делится  более  чем  на  два  различных  простых  числа.  Тогда  по 
крайней  мере  одна  подгруппа  Силова  группы  должна  быть  инвари- 
антной; пусть  это  будет  подгруппа  О  порядка  (д  —  простое  число). 
Очевидно,  есть  группа  порядкд  р'^д^.  Если  является  инвариант- 
ной подгруппой  группы  @,  то  по  лемме  §  1  р'^д^  делится  на  /,  т,  е. 
і  =  д9.  Но  тогда  нормализатор  Ш  гр/ппы  должен  содержать  одну  из 
подгрупп  Силова,  порядка,  отличного  от  и  д^,  группы  @.  Пусть  это 
будет  группа  3^^,  порядка  (г  —  простое  число).  Каждый  элемент 
перестановочен  с  следовательно,  ^^^З^і  есть  группа.  Эта  группа  по 
лемме  §  1  не  может  быть  инвариантной,  так  как  ее  порядок  не  делится 
на  і^д^.  Следовательно,  входит  во  второй  класс  неинвариантных 
подгрупп.  Так  как  '^І  входит  в  тот  же  класс  (согласно  следствию  из 
леммы  §  1  9^  не  может  быть  инвариантной  подгруппой),  то  мы  можем 
положить  ^^0^  =  91.  Мы  получили,  что  порядок  91  равен  /?"г^  и  порядок 
@  равен  р^^д^гі. 

Разберем  случай,  когда  порядок  группы  ®  имеет  вид  р^д'^г^.  В  этом 
случае  подгруппы  О  и  Ві  инвариантны,  О^К  есть  прямое  произведение  своих 
подгрупп  Силова  и,  следовательно,  всякий  элемент  группы  О  переста- 
новочен со  всяким  элементом  группы  В  группе  подгруппы  Си- 
лова также  инвариантны;  следовательно,  всякий  элемент  подгруппы  ^ 
перестановочен  со  всяким  элементом  подгруппы  9^.  Следовательно  (под- 
группа инвариантна  в  ®),  является  прямым  произведением  под- 
групп и  Подгруппа  должна  быть  порядка  г,  так  как  в  про- 
тивном случае  она  содержала  бы  собственную  подгруппу  9^^;  ^О^^  должно 
было  бы  быть  инвариантной  подгруппой  группы  (^,  а  следовательно, 
и  =  ^^^9^1^  было  бы,  вопреки  вышедоказанному,  инвариантной  (под- 

группой группы  @.  Что  касается  подгруппы  то  это  —  группа  с  од- 

ним классом  неинвариантных  подгрупп.  На  основании  результатов  ра- 
боты і)  мы  можем   теперь  записать  определяющие  равенства  группы 


2)  группа  называется  специальной,  если  она  является  прямым  произведем 
нием  своих  подгрупп  Силова. 
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в  следующем  виде: 

Порядок  группы  равен  р^дг, 

§  3.  Предположим  теперь,  что  порядок  группы  ©  (попрежнему  неспе- 
циальной) делится  только  на  два  различных  простых  числа,  т.  е.  имеет 

вид  /7°^^^. 

Разберем  сначала  случай,  когда  нормализатор  91  группы  отличен 
от  По  следствию  из  леммы  §  1  этот  нормализатор  не  может  быть 
инвариантным  в  @.  Пусть  порядок  Щ  равен  Подгруппа  Силова  Сі| 

порядка  этого  нормализатора  и  все  подгруппы  этой  подгруппы  ин- 
вариантны в  @  (поскольку  в  один  класс  неинвариантных  подгрупп  вхо- 
дит а  в  другой  91).  Пусть  Од  ^^^ь  какая-нибудь  подгруппа  группы 
(подгруппы  Силова  порядка  д^  группы  @),  не  содержащаяся  целиком 
внутри  Очевидно,  9і^2  Должно  быть  инвариантно  в  ®  (ЗЮд  ^^'^^ 
группа,  поскольку  инвариантна  в  ©);  это  не  противоречит  следствию 
из  леммы  §  1  лишь  в  случае  '^*      ^1^2"^-  Следовательно, 

есть  максимальная  подгруппа  группы  О,  т.  е.  §=:=:р  — 1. 

Подгруппа  не  может  иметь  собственных  подгрупп.  Действительно, 
пусть  является  такой  подгруппой  (очевидно,  инвариантной  в  (^,  как 
и  все  подгруппы  группы  Сі^).  Тогда  есть  инвариантная  подгруппа 

группы  ®,  а  так  как  тоже  инвариантна,  то  мы  получаем,  что  нор- 
мализатор 

является  инвариантной  подгруппой  группы  (^,  чего,  как  уже  было  ска- 
зано, быть  не  может.  Мы  получили,  следовательно,  что  — 1  —  1, 
т.  е.  р  =  2. 

Пусть  ^  есть  элемент  порядка  ц  группы  ®,  не  входящий  в  91.  Груп- 
па ^-{Р}  является,  очевидно,  группой  с  одним  классом  неинвариантных 
подгрупп.   На   основании  результатов  работы  і)   мы  получаем,  что 
является  циклической  группой: 

Подгруппа  перестановочна  с  {Я},  Следовательно,  она  перестановочна 
и  с  элементом  Р,  так  как  в  противном  случае  должно  было  бы  выпол- 
няться условие 

/7=1  (тосі<5'), 

в  то  Бремя  как  по  второй  теореме  Силова  мы  имеем 

д~  1  (тосІ/7), 

Следовательно,  группа  @  является  прямым  произведением; 
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где  {Ру^}  означает  группу,  порожденную  элементами  Р  и  ^.  Опреде- 
ляющие равенства  группы  @  запишутся  следующим  образом: 

и  {  р^р-'1  =  ^^^    ІР^\  (тосі^), 

Порядок  группы  равен 

§  4.  Мы  предположили  при  выводе  типа  II  группы  ®,  что  в  @ 
имеется  элемент  С  порядка  не  входящий  в  9^.  Предположим  теперь, 
что  такого  элемента  не  существует.  Тогда  в  @  должен  иметься  элемент  ^ 
порядка       не  входящий  в       причем  ^^  входит  в  91. 

Все  подгруппы  группы  ^  должны  быть  инвариантными  в  группе  @. 
Отсюда  вытекает,  что  группа  ^  —  циклическая,  так  как  в  противном 
случае  ее  можно  было  бы  записать  в  виде  произведения  двух  ее  подгрупп 
и,  следовательно,  она  была  бы  инвариантной  в 

Итак,  ^^={Р},  причем  {Р^)  есть  инвариантная  подгруппа  груп- 
пы ®.  Следовательно,  {Р^)  •€!  есть  специальная  группа,  т.  е.  РР  пере- 
становочно с  ^. 

Очевидно  (поскольку  {Р}  является  инвариантной  подгруппой 
группы  (^), 

рдр-і=:ді^  ір^\  (той ^2), 

откуда 

р^^р■'і^^^^. 

с  другой  стороны,  ^^  должно  быть  перестановочно  с  {Р}і 

рдя=^д^Р>^+1 

или 

Очевидно,  л;  =2  О  и 
Мы  получаем,  что 

1Р=\  -\-р8д  (той  ^2). 

Но,  как  мы  видели  выше, 

1Р~  1  (той  ^2). 

Следовательно,  ^  =  0  и  /=1,т.  е.  Р  перестановочно  с  Р,  чего  быть 
не  может,  так  как  тогда  группа  @  была  бы  специальной.  Мы  получили, 
что  групп  ©  рассматриваемого  типа  не  существует  (если  предположить, 
что  91  ф^). 

§  5.  Переходим  к  случаю  9^  =  ^  (подгруппа  ^  совпадает  со  своим 
нормализатором).  В  этом  случае,  согласно  лемме  §  1,  всякая  подгруппа, 
содержащая  не  является  инвариантной  в  @.  Следовательно,  все  такие 
подгруппы  (если  они  существуют)  входят  в  один  класс. 

Предположим  сначала,  что  подгруппа,  содержащая  ф^,  существует. 
В  этом  случае,  как  уже  сказано,  она  входит  во  второй  класс  неинва- 
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риантных  подгрупп.  Следовательно,  подгруппа  Силова  ©  (порядка,  рав- 
ного степени  простого  числа  д)  группы  @  и  все  подгруппы  этой  под- 
группы Силова  инвариантны  в  @.  Из  этого  следует,  что  С!1  не  может 
иметь  более  одной  собственной  подгруппы,  так  как  если  ^^  есть  такая 
подгруппа,   то  —  неинвариантная   подгруппа  группы  Следова- 

тельно, 

Что  касается  подгруппы  Силова  то  по  тем  же  основаниям,  что 
и  выше. 

Мы  получаем,  таким  образом,  следующие  определяющие  равенства 
группы  @: 

рдЯ-1     ^\    ІР  =  1  (той  ^2). 

Выясним  еще  некоторые  свойства  чисел,  входящих  в  эти  формулы. 
В  рассматриваемом  случае  ^^  не  перестановочно  с     (поскольку  = 
Следовательно,  в  группе  ^'{О^)  будет  д  подгрупп  Силова  порядка  /?*^ 
откуда 

д~  1  (той  р). 

Далее, 

р^чр-'^ = ^^я^ 

причем,  поскольку  ^^  не  перестановочно  с 

Ід^д  (то(І^2). 

Следовательно, 

/~р    Р  (шойд^), 

где  р  —  первообразный  корень  по  модулю  д'^  \\  а  не  делится  на  р.  От 
числа  а  можно  избавиться,  если  ввести  вместо  Р  элемент  Р^  =  Р^,  где 
X  удовлетворяет  сравнению 

ах~\  (той /7). 

Тогда 

рx^р^'X^^^^^  /^=р  р    (той  ^2). 

§•6.  Пусть  теперь  ^^^іі,  причем  не  существует  подгруппы,  содер- 
жащей Тогда  С1  не  должна  иметь  подгрупп,  инвариантных  в  @,  так 
как  если  бы  имелась  такая  подгруппа  С^^,  то  ^^О^  было  бы  собственной 
подгруппой  группы  ®,  содержащей 

Предположим  сначала,  что  О  неинвариантна  в  ®,  т.  е.  входит  во 
второй  класс  неинвариантных  подгрупп.  Тогда  О  не  имеет  собственных 
подгрупп,  т.  е. 

Подгруппа  ^  попрежнему  должна  быть  циклической  группой: 
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Подгруппа  {Р^}  инвариантна  в  ®;  следовательно,  ^  'перестановочно 
с  {Р^}.  Значит,  ^  или  перестановочно  с  Р,  или  производит  внешний 
автоморфизм  группы  {Р^} .  Если  бы  ^  производило  внешний  автомор- 
физм группы  {Р^},  то  число  д  было  бы  делителем  числа  р'^~^  (р — 1), 
что  невозможно,  так  как  по  второй  теореме  Силова  ^  =  1  (той/?).  Сле- 
довательно, ^  должно  быть  перестановочно  с  Р^.  Но  тогда  {Р^}-{Я} 
есть  инвариантная  подгруппа  группы  @.  Отсюда  следует,  что 

р-^^р=ррч^^ 

и 

Но,  с  другой  стороны, 

р-ід^р=д'г. 

Следовательно,  и  =  0,  т.  е.  Г1^=:<[^}  есть,  вопреки  предположению, 
инвариантная  подгруппа  группы  @. 

§  7.  Осталось  разобрать  случай,  когда  З^І^^и^есть  инвариантная 
подгруппа  группы  (^,  не  имеющая  подгрупп,  инвариантных  в  @.  Тогда 
очевидно,  не  имеет  характеристических  подгрупп,  т.  е.  является  элемен- 
тарной группой.  Разберем  отдельно  случаи  р>1  и  р  =  1  {д^  есть,  как 
и  прежде,  порядок  группы  О). 

Пусть  Тогда  подгруппы  порядка  д  группы  ©  неинвариантны 

и,  следовательно,  все  сопряжены  между  собой,  образуя  второй  класс  не- 
инвариантных подгрупп.  ^  попрежнему  должна  быть  циклической 
группой: 

рр-=.\. 

Если  1,  то  {РР}  есть  собственная  инвариантная  подгруппа  группы  ®; 
{Р^}'{Я}і  где  ^  есть  любой  (отличный  от  1)  элемент  группы  также 
инвариантна  в  @.  Элемент  Р  должен  преобразовывать  {Р}  в  некоторую 
другую  подгруппу  группы  О  и  в  то  же  время  оставлять  внутри  {Р^}  -  {Я}  у 
что  невозможно.  Следовательно,  а=1. 

Все  собственные  подгруппы  группы  ^  неинвариантны  в  ®;  следова- 
тельно, все  они  входят  в  один  класс  сопряженных  подгрупп.  Но  в  та- 
ком случае  все  они  должны  быть  одного  порядка,  равного  и  порядок 
О  равен  д^,  т.  е.  р  =  2. 

Все  подгруппы  порядка  д  группы  О  образуют,  как  уже  сказано, 
один  класс  и  переходят  друг  в  друга  при  преобразовании  элементом  Р. 
Следовательно,  число  этих  подгрупп  равно  р.  В  элементарной  группе 
порядка  д^  число  подгрупп  порядка  д  равно 

Следовательно, 
т.  е. 

р  =  3,    д  =  2. 
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Мы  получили,  что  группа  (В  является  группой  тетраэдра: 
рз^І,    д2^і,  р2^і^ 

§  8.  Пусть  теперь  ^  =  1 .  Тогда  порядок  @  равен  /?«^.  Подгруппа 
Силова  0  =  { С}  порядка  д  попрежнему  инвариантна  в  ®.  По  крайней  мере 
одна  из  подгрупп,  входящих  во  второй  класс  неинвариантных  подгрупп, 
должна  заключаться  в  обозначим  эту  подгруппу  через  Группа  ^^^С^, 
очевидно,  инвариантна  в  @.  Следовательно,  пересечение  и  ^^О., 
т.  е.  должно  быть  инвариантно  в  Группа  ^  не  имеет  подгрупп, 
неинвариантных  в  @,  кроме  и  сопряженных  с  Если  ^^  —  нецик- 
лическая группа,  то  все  циклические  подгруппы  $  инвариантны  в  ®, 
а  следовательно,  и  ^  инвариантна  в  @.  Поэтому  мы  должны  считать 

циклической  группой: 

Докажем,  что  является  максимальной  подгруппой  группы  Если 
бы  ^  имела  собственную  подгруппу  содержащую  ^^^,  то  ^2  ^ьіла  бы 
инвариантна  в  @.  Следовательно,  ^2  содержала  бы  и  все  подгруппы, 
сопряженные  с  ^^^,  чего  не  может  быть,  так  как  эти  подгруппы  содер- 
жатся в  ^^^.  Мы  получаем,  таким  образом,  что  порядок  равен 
т.  е.  ^  имеет  циклическую  подгруппу  порядка 

Предположим,  что  ^  —  нециклическая  группа.  Пусть  Р  есть  элемент 
не  входящий  в  Группа   {Я},  как  не  входящая  в  ^^^О,  не  может 

быть  сопряжена  с  а  потому  является  инвариантной  в  ®.  Группа  {Р}  -  О 
является  прямым  произведением  своих  подгрупп  Силова;  следовательно, 
Р  перестановочно  с  ^'.  Значит,  ^  преобразует  РР^  в  РР|,  где  Р|  вхо- 
дит в  ^^О,,  но  не  в  ^^^.  Следовательно,  {РР^}  неинвариантна  в  ®,  от- 
куда следует,  что  {РРі}  сопряжена  с  ({РР^}  не  может  быть  со- 
пряжена с  если  ^  —  нециклическая  группа).  Но  этого  не  может  быть, 
так  как  выше  доказано,  что  все  подгруппы,  сопряженные  с  вхо- 
дят в  ^^^,  т.  е.  не  входят  в  Итак,  мы  получили,  что  ^  —  цикли- 
ческая группа: 

5р={р},  рр^=\. 

При  этом  {РР}  неинвариантна  в  @,  а  {Р^'}  инвариантна.  Мы  получаем 
для  группы  @  следующие  определяющие  равенства: 

\^р-1^р=^\  ьр"=\  (шосі^),  ьрф\(тойо). 

Эти  равенства  возможны,  если  ^сть  делитель  числа  д — 1,  т.  е. 
например, 

р=.2,    д^\к^\  {д=  5,  13,...), 

/7  =  3,    ^  =  9^+1  (^=19,  37,...). 
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§  9.  Нами  получены  все  возможные  типы  неспециальных  групп 
с  двумя  классами  неинвариантных  подгрупп.  Переходим  теперь  к  слу- 
чаю, когда  @  является  специальной  группой. 

Пусть  группа  @  специальна,  т.  е.  является  прямым  произведением 
своих  подгрупп  Силова: 

(индексы  внизу  указывают  порядок  соответствующей  подгруппы  Силова). 
Хотя  бы  в  одной  из  этих  подгрупп  Силова  должна  иметься  подгруппа, 
неинвариантная  в  @;  пусть  это  будет  подгруппа  содержащаяся  в  ^^. 
Тогда  •  О  тоже  является  неинвариантной  подгруппой  и  притом  вхо- 
дящей в  другой  класс.  Следовательно,  группа  ®  не  может  иметь  более 
двух  подгрупп  Силова,  т.  е.  ее  порядок  не  может  делиться  больше  чем 
на  два  различных  простых  числа. 

Пусть  порядок  @  равен  р'^^'^.  Тогда  подгруппа  Силова  ^  порядка  /7" 
содержит  неинвариантную  в  @  подгруппу  а  подгруппа  Силова  П  по- 
рядка ^^  не  имеет  подгрупп,  неинвариантных  в  @.  Пусть  ^  есть  неко- 
торый (отличный  от  единицы)  элемент  группы  Сі.  Тогда  не 
может  быть  инвариантна  в  @,  так  как  подгруппы,  сопряженные  с 
заключены  в       а  пересечение  ^  и  равно  Следовательно, 

Фг{5}  должно  иметь  тот  же  порядок,  что  и  ^^О,  что  возможно 
только  в  случае,  если  Так  как  это  равенство  должно  выпол- 

няться для  любого  ^,  то  Сі  должно  иметь  порядок      т.  е.  ^  =  1 . 

Что  касается  подгруппы  Силова  то  это  —  группа  с  одним  классом 
неинвариантных  подгрупп.  Действительно,  если  бы  число  классов  не- 
инвариантных подгрупп  в  ^  не  было  равно  1,  то  в  ^  имелись  бы  под- 
группы, сопряженные  между  собой  посредством  элемента  ^.  Но  это 
невозможно,  так  как  из  равенства 

({^}  инвариантна  в  ®)  следует,  что 

^р^~і=р^^~к 

Элемент  Рр«-і  содержится  в  ^  только  в  случае  а  =  \,  но  тогда 
Р  и  ^  перестановочны. 

Используя  результаты  работы  і),  мы  можем  записать  определяющие 
равенства  группы  ^  в  следующем  виде: 

РР^\,  РР^-=\, 

р^р^ррі+р^^-К 

Следовательно,  определяющие  равенства  группы  ©  будут  такие: 

Порядок  ®  равен  р^  +  ^д. 

§  10.  Осталось  рассмотреть  случай,  когда  @  является  /?-группой: 
©  =  5|]     Ясно,  что  не  все  циклические  подгруппы  инвариантны,  так  как 
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в  противном  случае  все  подгруппы  были  бы  инвариантны.  Пусть  {Р}, 
порядка  р^,  есть  неинвариантная  циклическая  подгруппа  и  при  этом 
не  меньшая,  если  таких  несколько.  Относительно  неинвариантной  под- 
группы, входящей  в  другой  класс,  можно  делать  различные  предполо- 
жения. Разберем  сначала  случай,  когда  она  содержится  в  {Р},  т.  е, 
когда  этой  подгруппой  является  {Р^}.  Подгруппа  {Р}  должна  содер- 
жаться инвариантно  в  некоторой  подгруппе  порядка  которая 
сама  является,  очевидно,  инвариантной  подгруппой  группы  @.  Следова- 
тельно, число  подгрупп,  сопряженных  с  {Р},  равно  /?,  так  как  группа 
порядка  /7'"+і,  содержащая  циклическую  подгруппу  порядка  р'^,  имеет 
или  одну  или  р  подгрупп  порядка  р"^  ^). 

Все  подгруппы,  сопряженные  с  {Р}  или  {Я^},  содержатся  в  ^ 
и  инвариантны  в  этой  подгруппе.  Следовательно,  все  подгруппы  группы 
^41  инвариантны,  т.  е.  она  является  абелевой  или  гамильтоновой  груп- 
пой ^).  Если  ^  —  гамильтонова  группа,  то  она  является  группой  кватер- 
нионов, так  как  из  всех  гамильтоновых  групп  только  группа  кватернио- 
нов является  группой  порядка  имеющей  циклическую  подгруппу 
порядка  Но  если  ^  —  группа  кватернионов  (т.  е.  /?  =  2,  //г  =  2)» 
то  {РР}  =  {Р^\    есть  характеристическая   подгруппа  группы       т.  е. 

инвариантная  подгруппа  группы  @.  Следовательно,  ^  должна  быть  абе- 
левой группой. 

Так  как  {Я}  не  инвариантна  в  @,  то  должен  иметься  элемент  не 
перестановочный  с  {Р}.  Так  как  подгрупп,  сопряженных  с  {Р},  всего/?, 
то  І^Р  должно  быть  перестановочно  с  {Р}-  Группа  очевидно,  ин- 

вариантна в  ©  (поскольку  не  содержится  в  ^|^).  Следовательно, 

где  ^  есть  степень       Из  этого  равенства  следует,  что 

I^РI^-^^р^. 

Но  тогда  мы  получаем,  что  ^  содержится  в       т.  е.  перестановочна» 
с  Р  (поскольку  ^  —  абелева). 
Очевидно, 

I^ррI^''•^^рр^р, 
I^ррI^-р=,р^р. 

Из  второго  из  этих  равенств  следует  (поскольку  {Я}  перестановочна 
с  І^Р),  что  ^Р  есть  степень  Я,  и  притом  делящаяся  на  />,  так  как  в 
противном  случае  ^  имело  бы  порядок  /?'"  +  і  и  Щ  была  бы  циклической 
группой,  из  чего  следовало  бы,  что  {Я}    есть  характеристическая  под- 

3)  См.  ^Д/".  Вигп5І(1е,  ТЬеогу  о!  §гоир8      ііпііе  огсіег,  2-е  изд.,  §  109. 

4)  Если  второй  класс  неинвариантных  подгрупп  группы  ®  содержится  в  ^^5,  то 
легко  доказать  (как  это  сделано  выше  для  первого  класса),  что  порядок  этого 

класса  равен  р.  Следовательно,  этот  класс  может  распасться  в  Ш  только  на 
классы  порядка  I, 
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группа  группы  ^  и  инвариантная  подгруппа  группы  ®.  Итак,  Ор^Р^Р, 

Но  тогда 

і^ррі^-і = рр^р = р(і  +  п) 

и  мы  получаем,  что  {Р^]  перестановочна  с  Н.  Так  как  есть  любой 
элемент  группы  @,  не  перестановочный  с  {Р},  то  мы  получаем,  что, 
вопреки  нашим  предположениям,  {РР}  инвариантна  в  ©.^Следовательно, 
группа  @  не  может  быть  рассматриваемого  типа. 

§  11.  Переходим  к  рассмотрению  случая,  когда  имеется  неинвариант- 
ная подгруппа  [Р]  порядка  р"^,  причем  в  этой  подгруппе  уже  не  имеет- 
ся подгрупп,  неинвариантных  в  ®.  Пусть  попрежнему  ^  есть  подгруп- 
па порядка  1,  заключающая  в  себе  {Р) .  Эта  подгруппа  ^  либо 
инвариантна,  либо  неинвариантна  в  ®.  Разберем  сначала  случай,  когда  ^ 
инвариантна  в  (5);  ^  либо  содержит,  либо  не  содержит  подгруппы,  входя- 
щие во  второй  класс  неинвариантных  подгрупп.  Предположим  сперва, 
что  ^  не  содержит  их.  Тогда  ^  имеет  только  инвариантные  подгруппы, 
т.  е.  является  абелевой  или  гамильтоновой  группой.  Пусть  ^  —  гамиль- 
тонова  группа.  Тогда  (см.  выше)  2,  т  =  2  и  ^  есть  группа  кватер- 
нионов. Мы  можем  записать  определяющие  равенства  группы  ф  в  сле- 
дующем виде: 

РВ^ВРК 

Пусть  Г  есть  элемент  группы  ©,  не  перестановочный  с{Р}.  Очевидно, 
Т  преобразует  {Р}  в  некоторую  другую  циклическую  подгруппу  по- 
рядка 4  группы  мы  можем  предположить,  что  этой  подгруппой  явля- 
ется {В},  поскольку  выбор  обозначений  зависит  от  нас.  В  группе  ^ 
имеются  всего  трц  циклические  подгруппы  порядка  4,  а  именно  {Р},  {В}, 
{ РВ } .  Так  как  порядок  элемента  Т  равен  степени  числа  2,  то  при 
преобразовании  посредством  Т  группа  {РВ}  должна  переходить  сама 
в  себя,  так  как  в  противном  случае  группа  {Р}  была  бы  перестановочна 
с  Т.  Итак, 

т--^рт==в, 
т-^вт=р, 

Т''^РВТ=ВР 

или 

т-^рт=в, 

{Г-^ВТ^Р^, 
Т~^РВТ=ВР^, 

Второй  случай  приводится  к  первому,  если  вместо  Т  взять  ТВ.  Поэтому 
достаточно  разобрать  первый  случай. 

Обозначим  нормализатор  подгруппы    {Р}    относительно   группы  @ 

через  Это  есть  подгруппа  индекса  2  группы  @  (поскольку  {Р}  со- 
пряжена только  с  {В)).  В  группе  ^  подгруппа  {Р}  инвариантна;  точно 
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так  же  и  подгруппа  {В}  инвариантна  в       так  каіс 

т-Щт  =Щ. 

Следовательно,  имеет  самое  большее  один  класс  неинвариантных  под- 
групп. Но  (см.  работу^))  группа  с  одним  классом  неинвариантных  под- 
групп   не   может   иметь  в   качестве   подгруппы   группу  кватернионов. 

Следовательно,  все  подгруппы  ^  инвариантны  в  т.  е.  ^43 — гамильтонова 
группа.  Элемент  Г,  очевидно,  будет  порядка  не  выше   2^,  так  как 

содержится  в  а  гамильтонова  группа  порядка  2^  не  содержит  элементов 
порядка  большего  чем  2^.  На  основании  теории  гамильтоновых  групп 
мы  можем  написать 

?=Щ.{д,}-{а}  ...  {О,), 

где  все      —  порядка  2. 

Если  {Оі}  неинвариантна  в  ®,  то  Т  преобразует  {Оі}  в  одну  из 
других  {Д-},  например,  в  {/^з}-  {^А}^^™"^  быть  инвариантна  в®, 
поскольку  в  один  класс  неинвариантных  подгрупп  входит  {Р} ,  а  в 
другой —  {-^і}-  Но  это  невозможно,  так  как 

Следовательно,  {Оі}  должна  быть  инвариантна  в  ©.  Тогда 

Т-ЦРО^)Т=ВО^, 

т.  е.  {РОі}  принадлежит  ко  второму  классу  неинвариантных  подгрупп. 
Точно  так  же  все  {РОі}  неинвариантны  в  С^.  {РО^}  и  {РО^^}  не  могут 
быть  сопряжены,  если  і  ^  к,  так  как  {РО^}  от  преобразования  посред- 
ством элемента  группы  @  может  перейти  только  в  {ВО.},  Следователь- 
но, к  —  О  или  /г  —  1. 

Пусть  к=\.  Тогда  {Г}  инвариантна  в  ®  (поскольку  {Т}  не  может 
быть  сопряжена  ни  с  {Я},  ни  с  {Р^^}).  Следовательно,  в'  результате 
преобразования  посредством  элемента  Р  элемент  Т  переходит  в  некото- 
рую свою  степень.  Но  из  равенства 

Т-'^РТ=В 

следует,  что 

РТР-'^  =  ТВР^, 

т.  е.  ВР^  есть  степень  Т: 

ВР^^РВ^Т"". 

Но 

Т-'^РВТ^-ВР, 

т.  е.  Т  не  перестановочно  с  РВ.  Таким  образом,  положив  к=\,  мы 
получили  противоречие.  Следовательно,  надо  взять  к  =  0.  В  этом  случае 
®  имеет  порядок  24=16.  Подгруппа  { Г} ,  как  только  что  доказано,  не 
может  быть  инвариантной  в  (^.  Следовательно,  она  входит  во  второй 
класс  неинвариантных  подгрупп.  Так  как  Т  не   перестановочно   ни  с  Я, 
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ни  с  в,  ни  с  РВ,  то        должно  быть  равно  или  1,  или  элементу 

С=Р^  =  В'^  (напоминаем,  что  должно  содержаться  в  ^).  Если  7"^  = 
=  1,  то  подгруппа,  порожденная  элементами  Г  и  С,  очевидно,  неинва- 
риантна и  не  сопряжена  с  { 7 } ,  так  что  мы  получаем  третий  класс 
неинвариантных  подгрупп.  Итак,  7^=  С.  Группа  @  имеет  следующие 
определяющие  равенства: 

(  Р^=\, 

VII  \  р^  =  в^  =  т^ 

[РВ=ВР^,    РТ=:-ТВ,  ВТ=ТР, 

Порядок  группы  ©  равен  16.  Первый  класс  неинвариантных  подгрупп 
состоит  из  подгрупп  ^ 

а  второй     из  подгрупп 

{ТРВ}^. 

кроме  того,  имеются  инвариантные  подгруппы 

{РВ}^,    {Р^}„    {Р,В}„    {Т,РВ}„  {ТР}, 

(значки  внизу  указывают  порядки  соответствующих  подгрупп).  Подгруп- 
пы {Р,  Б}з  и  {Т,РВ}^  являются  группами  кватернионов.  Подгруппа 
{ГР}з  состоит  из  элементов 

ГР, 

( ГР)2  =  ТРТР  =  Т^ВР  ~  В^Р  =  РВ, 
(ТР)^^ТРРВ=^ТВ^, 

(ТР)^  =  РВРВ  =  РВВР^  =^  РР'^Р^  =іР2  =  С, 

(ТР)^^ТРС  =^ТР^, 

(ТР)^  =  ТРТР^=  в  ТТР^  =  ВР^  =  ВР, 

(ТРу=  ТРВР  =  ТВР^Р  ==  ТВ, 

(7Р)8  =  ТВТР  =  ТТРР=  Т^Р^  ==Р^=:\. 

Таким  образом  в  @  содержится  элемент  восьмого  порядка. 

§  12.  Рассмотрим  теперь  случай,  когда  подгруппа  ^  порядка  р"^"^^, 
содержащая  еинвариантную  в  @  подгруппу  {Р}  порядка  р^,  попреж- 
нему  инвариантна  в  но  уже  не  гамильтонова,  а  абелева.  Так  как 
^  —  нециклическая  группа  порядка  +  содержащая  циклическую  под- 
группу порядка  р'^  (если  ^  —  циклическая  группа,  то  {Р}  инвариантна 
в  @;  см.  выше),  то  в  ^  имеется  только  р  циклических  подгрупп  поряд- 
ка р'^,  так  что  число  подгрупп,  сопряженных  с   {Р},  равно  р.  Индекс 

нормализатора  ^  подгруппы  {Р}  равен,  следовательно,  р.  1)}_содержит 
не  более  одного  класса  неинвариантных  подгрупп  (поскольку  р  является 
нормализатором  и  для  всех  подгрупп,  сопряженных  с  {Р})^).  Но  ^  не 
может  быть  группой  с  одним  классом  неинвариантных  подгрупп  (см.  ра- 
боту ^)),  поскольку  содержит  абелеву  нециклическую  подгруппу  при- 
чем Р  не  является  р-й  степенью  другого  элемента  (если  Р  есть  сте- 
пень другого  элемента,  то  {Р}  содержится  в  большей  неинвариантной 
подгруппе).  Следовательно,  ^  —  абелева  или  гамильтонова  группа. 
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Пусть  порядок  группы  @  равен/как  и  выше,  Порядок  ^  равен 
тогда  /?""^,  так  что  в  @  имеется  р""  —  р'^~'^  элементов,  не  перестановоч- 
ных с  {Я}.  Пусть  есть  порядок  подгрупп,  входящих  во  второй 
класс  неинвариантных  подгрупп.  Число  этих  подгрупп  не  может,  очевид- 
но, быть  большим,  чем  Следовательно,  в  ®  имеется  не  менее 

элементов,  не  перестановочных  с  {Я}  и  не  входящих  ни  в  одну  из 
подгрупп  второго  класса  неинвариантных  подгрупп.  Пусть  есть  такой 
элемент.  Очевидно,  {Р^}  инвариантна  в  ®.  Следовательно, 

Р^РР^-^  =  РР^, 

откуда  следует,  что  Р^  содержится  в  ^  инвариантна  в  ©).  Далее, 
РР  содержится  в  р  (поскольку  индекс  относительно  ©  равен  р)^ 
Очевидно,  Щ==  {ЯіЯ^}.  ' 

Докажем,  что  рР  перестановочно  с  Я.  Если  группа  Щ  -™  абелева,  то 
это  очевидно.  Пусть  теперь  группа  —  гамильтонова.  Тогда  порядок 
^  не  может  превышать  2^.  Порядок  элемента  Я  равен  либо  2  (тогда 
Я  входит  в  центр  группы  ^  и,  очевидно,  перестановочен  с  РР),  либо  4, 
Порядок  элемента  РР^  =  Р^  не  может  быть  больше  4,   поскольку  этот 

элемент  содержится  в  гамильтоновой  группе  ^^.  Следовательно,  порядок 
Яі  не  может  быть  больше  8.  Число  а  в  рассматриваемом  случае,  очевид- 
но, делится  на  2.  Если  оно  не  делится  на  4,  то  элемент  Рі  есть  сте- 
пень элемента  Р^  и  потому  перестановочен  с  Я  (напоминаем,  что  груп- 
па      -абелева).  Если  же  а  делится  на  4,  то  из  равенства 

р-ір^р^рі  +  а 

получаем 

р-1ррр^р--^р2р     р:(1  +а)  ^  рі^ 

Итак,  мы  доказали,  что  во  всяком  случае  элементы  Р  п  рР^  перестано- 
вочны. 

Из  равенств 

р^1ррр--рр+ар  ^ 
р-^рр^р^рр 

следует,  что 

Я?^=1. 

Если  порядок  элемента  Я^  равен       то,  очевидно, 

а  —  кр'^-'^, 

где  к  не  делится  на  р.  Мы  можем  положить  для  простоты  ^=1,  т.  е. 

а=р^-^, 
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Подгруппы 

{Я},  {РР«},  {РР\^],  {РР(Р-і)а} 
сопряжены  друг  с  другом,  образуя  один  класс  неинвариантных  подгрупп. 
Рассмотрим  теперь  подгруппу  {РРР^~^}  (п^2,  так  как  в  противном 
случае  Р  и  Р^  перестановочны).  Эта  подгруппа  либо  входит  во  второй 
класс  неинвариантных  подгрупп,  либо  инвариантна.  Пусть  подгруппа 
{РРР^~^}  инвариантна  в  @.  Тогда  из  равенства 

Р^(РРР^~'^)  =  (РРР^~'')Р^^^ 


следует,  что 
если  /г  ^2,  и 


ра —  (РРР^'''^у  —  р^р^рП-'^  ^ 
а.  (ѵ_1) 


ра^(рр^у^р.р.^р^  2 

если  Я  — 2. 

Никакая  степень  элемента  Р  не  может  быть  степенью  элемента  Р^, 
так  как  в  противном  случае  Р^  было  бы  степенью  Р  и  Р^  было  бы 
перестановочно  с  {Р} .  Следовательно,  ѵ^ір^. 

Мы  получаем,  что 

рп~і^Ірт+п-~2  (то(і/?«), 

если  /2^2,  и 

р  =  Ір^-\-і^  ^  (тосіЯ, 

если  п  =  2.  И  в  том,  и  в  другом  случае  мы  получаем,  что  /;г  =  1. 
Итак,  если  {РР^"~^}  инвариантна  в  ®,  то  РР==\. 

Пусть  теперь  {РР^""^}  входит  во  второй  класс  неинвариантных 
подгрупп.  Рассмотрим  подгруппу  {Р'^РР"~^}.  Если  эта  подгруппа  также 
содержится  во  втором  классе  неинвариантных  подгрупп,  то  р^рр^~^  есть 

степень  одного  из  производящих  элементов  ррр^~^  і-  "р^"^;  следова- 
тельно, 

Отсюда  следует,  что 

'ртріѵр^'^^  рушиа  — -  р^рр^"^^ ^ 

если  /2^2,  И 

'т  {гѵ  —  1) 

р^ртрР^''^  +  Р      2      ^  ргр^, 
если  п^2.  В  обоих  случаях 

«ш  =  2  4-  /р'", 

так  как  никакая  степень  Р  не  может  быть  равна  степени  Р^  (см.  выше).  Мы 
получаем,  что 

(2  4-/р'«)р«-2_[_й(2  +  //7^)/7«-і  =/?«-2  (тОСІ/7«), 
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если  /2>2,  и 

2  +  /р"  +  ра  (2  +  /р«)       (2  +  »'"И1  +       ^  ,  ^ 

если  п=^2.  В  обоих  случаях  мы  приходим  к  невозможному  сравнению 

2~\   (той  р). 

Следовательно,  подгруппа  {РРР^~'^)  должна  быть  инвариантной  в  @. 
А  в  таком  случае,  как  мы  видели, 

РР=\. 

Группа  {Р,  Р^)  является  группой  с  одним  классом  неинвариантных 
подгрупп.  Исключение  составляет  случай  р  =  2,  /г  =  2,  разобранный 
ниже.  Попытаемся  построить  группу  с  двумя  классами  неинвариантных 
подгрупп,  заключающую  в  себе  группу  {Я,  Р^).  Подгруппы,  входящие 
во  второй  (не  содержащийся  в  {Я,  Р^})  класс  неинвариантных  подгрупп, 
очевидно,  должны  быть  циклическими.  Действительно,  если  такая  под- 
группа не  является  циклической,  то  ее  можно  представить  в  виде  про- 
изведения нескольких  циклических  подгрупп.  По  крайней  мере  одна  из 
этих  циклических  подгрупп  не  должна  быть  инвариантной  в  ®.  Но  под- 
группа, входящая  во  второй  класс  неинвариантных  подгрупп,  не  должна 
заключать  в  себе  {Я}  или  подгруппу,  сопряженную  с  {Я},  так  как  мы 
разбираем  сейчас  случай,  когда  подгруппа  порядка  заключающая 
в  себе  {Я},  инвариантна  в  ®.  Следовательно,  если  мы  предположим, 
что  подгруппы,  входящие  во  второй  класс  неинвариантных  подгрупп, 
не  циклические,  то  в  ©  будет  по  крайней  мере  три  класса  неинвариант- 
ных подгрупп.  Итак,  мы  можем  считать,  что  одна  из  подгрупп,  вхо- 
дящих во  второй  класс  неинвариантных  подгрупп,  порождается  элемен- 
том Я2  (очевидно,  не  входящим  в  {Я,  Я^}).  Относительно  элемента  Р^ 
мы  можем  повторить  все  рассуждения,  которые  были  проведены  выше 
применительно  к  элементу  Я.  Подгруппа  ^4^2  порядка  /?'^2"*"і,  заключаю- 
щая в  себе  подгруппу  {Я2}  порядка  р^и  очевидно,  инвариантна  в  @, 
так  как  в  противном  случае  в  @  имелся  бы  третий  класс  неинвариантных 
подгрупп.  Следовательно,  мы  можем  доказать  для  элемента  Я2  (подобно 
тому,  как  это  было  выше  сделано  для  Я),  что  его  порядок  равен  р: 


Если  Яд  содержится  в  то  (так  как  порядок  Я  равен  р)  Р  и  Р^  пе- 
рестановочны. Группа  {Я,  Р^}  порядка  очевидно,  инвариантна  в  (^, 
так  что  все  подгруппы,  сопряженные  с  {Я},  содержатся  в  ней.  Следо- 
вательно, в  нашем  случае  {Я,  Я2}  Но  в  таком  случае  Я2  содер- 
жится в  {Я,  Я|},  так  как  можно  положить  Р^  =  Р^,  Значит,  Р^  не  может 

содержаться  в  ^\  Аналогично,  Я  не  может  содержаться  в  подгруппе 
^4^2  —  нормализаторе  подгруппы  {Я2}. 

Выше  было  доказано,  что  {Я}  входит  в  класс,  состоящий  из  под- 
групп 
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Рассмотрим  теперь  класс,  в  который  входит  {Р^}-  Как  мы  выяснили, 
р2  не  содержится  в  р.  Следовательно,  Р^  содержится  в  какой-либо 
смежной  системе  вида  Р\^  2,  ...,/? — 1).  Не  уменьшая  общно- 

сти, мы  можем  предположить,  что  Р^  содержится  в  системе  Р^Щ,  Тогда 

(Р  —  элемент  подгруппы  и 

Р~^Р,Р  =  Р,Р-^ 

(подгруппа  ф,  как  указывалось  выше,  —  абелева  или  гамильтонова,  так 
что  Р  входит  в  ее  центр).  Следовательно,  {Р^}  входит  в  класс;  состоя- 
щий из  подгрупп 

{Р,}'    {Р^РП'    {Р^РТ}^  {Р.Р{'-^^'^}■ 

Элемент  Р?,  очевидно,  содержится  в  ^2  "  перестановочен  с  Р^  (рас- 
суждаем по  аналогии:  выше  доказано,  что  Р^  содержится  в  ^  и  пере- 
становочен с  Р). 

Рассмотрим  элемент  РР^-  Он  не  содержится  ни  в  одной  из  подгрупп, 
входящих  в  классы  неинвариантных  подгрупп.  Следовательно,  подгруппа 
{РР2}  инвариантна  в  ®.  Из  равенства 

Р~ЦРР^)Р  =  РР^Р^ 

мы  получаем,  что  Р^  является  степенью  элемента  РР2.  С  другой  стороны, 

(РР^)Р^'РРРРР^ 

Если  рУ>2,  то        1  делится  на  2  и  _ 

{рр,)р=і. 

Но  тогда  элементы  Рі  и  РР^  —  одного  порядка  и  РР,^  является  степенью 
Р'^^  Отсюда  следует,  что  Р2  содержится  в  {Р,  Р^},  что  невозможно. 
Мы  получили,  что  если  /7>2,  то  {Р,  Р^}  не  может  входить  в  группу 
с  двумя  классами  неинвариантных  подгрупп. 

Переходим  к  случаю  р  =  2.  Пусть  /г>2.  Элемент  рз'^"^  переста- 
новочен с  элементами  Р  н  Р^.  Следовательно, 

(РР^Р]""-^)^  ===  (РР^)^РІс=  Р2«     1 . 

С  другой  стороны,  элемент  РР^Р'^^"^  не  содержится  ни  в  одной  из 
подгрупп,  входящих  в  классы  нейнвариантных  подгрупп.  Следовательно, 
из  равенства 

Р~  ^  (РР^Р^^-^^)  Р  ==  (РР^Р]""-^)  Р] 

вытекает,  что  элемент  Р^  есть  степень  элемента  РР^Р^^^^.  Но  мы  выяс- 
нили, что  порядки  этих  элементов  одинаковы.  Следовательно,  элемент 
РР^Р^^^  есть  степень  элемента  Р^  т.  е.  Р2  содержится  в  {Р,  Р^}.  Мы 
опять  получили  противоречие. 
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Остался  случай  р=2,  п==2.  В  этом  случае  группа  {Р,  Р^}  сама 
является,  как  легко  проверить,  группой  с  двумя  классами  неинвариант- 
ных подгрупп.  Мы  получаем  следующий  тип  группы  @: 

ѴШ  ^    (ЛР  =  РРЗ.  ^ 

Порядок  группы  равен  8.  Один  класс  неинвариантных  подгрупп  состоит 
из  подгрупп  {Р},  {РРі},  а  другой  —  из  подгрупп  {РРі},  {РР?}- 

Докажем,  что  нельзя  построить  группу,  содержащую  в  себе  группу 
VIII  и  имеющую  два  класса  неинвариантных  подгрупп  (этими  двумя  клас- 
сами должны  были  бы,  очевидно,  являться  все  те  же  классы  {Р},  {РР^} 
и  {РР^}^  {РР^}).  Допустим,  что  такая  группа  существует  и  что 
есть  ее  элемент,  не  входящий  в  {Р,  Р^}.  Элемент  либо  перестаново- 
чен с  Р,  либо  переводит  этот  элемент  в  элемент  РР^.  Следовательно,  из 
элементов  и  /^Р^  один  перестановочен  с  Р.  Пусть  это  будет  элемент 
Точно  так  же  из  элементов  и  /?Р  один  должен  быть  перестаново- 
чен с  Рі»  Мы  можем  предположить,  не  уменьшая  общности,  что  это  І^. 
Итак,  элемент      перестановочен  с  Р  и  Р^. 

Возьмем  элемент  Р/?.  Он  не  содержится  ни  в  одной  из  подгрупп, 
входящих  в  классы  неинвариантных  подгрупп;  следовательно,  {Р/?}  есть 
инвариантная  подгруппа.  Из  равенства 

Р^(РН)Рі^^РНР\ 

мы  получаем,  что  элемент  Р^  является  степенью  (очевидно,  четной)  эле- 
мента Р/?.  Но 

{РІ^)2.==І^\ 

Следовательно,  Р^  есть  степень  элемента  /?,  Если  порядок  /?  равен  2'' 
то  мы  можем  положить 

Рассмотрим  элемент  Р^р^''"^  (если  г<;  2,  то  содержится  в  {Р,  Р^}). 
Этот  элемент  не  содержится  ни  в  одной  из  подгрупп,  входящих 
в  классы  неинвариантных  подгрупп;  следовательно,  подгруппа  {Рі'^^''"^} 
инвариантна  в  ©.  Из  равенства 

Р-НРі/?^''"^)  Р  =  Р^  /е2^-2р2 

получаем,  что  элемент  Р?  является  степенью  элемента  Р^Р^''^^. 
Но 

Следовательно,  порядки  элементов        и  Р^Р^''"^  равны,  т.  е.  элемент 
/^з''— 2  есть  степень  элемента  Р^ .  Элемент  Р^  инвариантен  в  ®.  Сле- 
довательно, и  элемент  Р^Р'^'"'^  инвариантен  в  ®,  чего  не  может  быть 
в  силу  равенства 

Р-^ІР^Р^"-^)  Р^Р^ /?2'"^ РІ 
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Мы  доказали,  таким  образом,  что  группа  ®  типа  ѴПІ  не  поддается 
расширению. 

§  13.  Пусть  попрежнему  {Р}  есть  неинвариантная  подгруппа  порядка 
группы  @  и  ^  —  подгруппа  порядка  /7'^  +  і,  содержащая  в  себе  под- 
группу {Я}.  Нами  уже  разобран  случай,  когда  подгруппа,  входящая  во 
второй  класс  неинвариантных  подгрупп,  содержится  в  {Я},  и  случай 
когда  эта  подгруппа  лежит  вне  Остается  исследовать  случай,  когда 
подгруппа,  входящая  во  второй  класс  неинвариантных  подгрупп,  содер- 
жит в  себе  {Р},  и  когда  она  является  циклической  подгруппой,  входящей 
в  но  не  в  {Р}.  Второй  из  этих  случаев  не  представляет,  однако, 
ничего  нового,  так  как  мы  можем  в  этом  случае  применить  к  подгруппе,  о 
которой  идет  речь,  все  те  рассуждения,  которые  имели  место  примени- 
тельно к  {Я}.  Итак,  мы  можем  предполагать  в  дальнейшем,  что  {Р} 
содержится  в  одной  из  подгрупп,  входящих  во  второй  класс  неинвари- 
антных подгрупп.  Эта  последняя  подгруппа  не  должна  быть  циклической, 
так  как  иначе  мы  будем  иметь  опять-таки  уже  исследованный  случай. 

Предположим,  что  подгруппа  ^  инвариантна  в  @.  Тогда,  повторяя 
рассуждения,  изложенные  выше,  получаем 

РР=\. 

Единственными  коммутаторами  элемента  Р  '  будут  попрежнему  эле- 
менты р^а^р^р"^"^  {к=  1,2, .  .  .,.  р —  1).  Одна  из  подгрупп,  входящих 
во  второй  класс  инвариантных  подгрупп,  должна  содержать  Р;  обозначим 
эту  подгруппу  через  очевидно,   не  содержит   элемента  Р'^,  так 

как  в  противном  случае  мы  могли  бы  представить  ^2  ^  ^ВД^  произведе- 
ния инвариантных  подгрупп,  а  именно  подгруппы  {Р,  Р^}  и  цикличе- 
ских подгрупп,  отличных  от  {Р},  и  подгрупп,  сопряженных  с  [Р] ' 
Следовательно,  ^2  была  бы  сама  инвариантна  в  @. 

Возьмем  в  подгруппе  ^2  элемент  Р^  порядка  /?,  не  содержащийся 
в  {Р,  Р^}.  Это  возможно  сделать,  поскольку  —  нециклическая' группа 
и  не  содержит  Р^,  так  что  пересечение  ^^2  ^  {^у^х)  равно  {Р}.  Под- 
группа {Р,  Р2}  не  может  быть  инвариантной,  поскольку  не  содержит 
коммутаторов  Р^^.  Следовательно, 

причем  порядок  этой  подгруппы  равен  /?2  (поскольку  {Р^)  инвариант- 
на в  @). 

Рассмотрим  теперь  циклическую  подгруппу  [РР^] .  Она  не  сопря- 
жена с  {Р},  а  потому  должна  быть  инвариантной.  Следовательно,  Р^ 
перестановочно  с  Р2  (поскольку  Р^=1).  Но  тогда 

т.  е.  Р'^  входит  в  пришли   к  противоречию.   Таким  образом 

доказано,  что  никакая  подгруппа  порядка  /7'"  +  і,  содержащая  {Р},  не 
инвариантна  в  @. 
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Рассмотрим  композиционный  ряд  группы  ©: 

®,      5,     {р\,  1. 

По  доказанному,  ^  не  инвариантна  в  ®.  Следовательно,  ^  инвариантна 
в  ®,  При  этом  ф  @,  так  как  в  противном  случае  была  бы  инвари- 
антна в  @  (подгруппа  порядка  р'^~^  инвариантна  в  группе  порядка  /?^), 
Все  коммутаторы  элемента  Р  и  все  подгруппы,  сопряженные  с  ^^^,  оче- 
видно, заключены  в 

Пусть  и  есть  элемент,  не  входящий  в       Тогда  подгруппы  {С!}  и 
{ЦуР}  инвариантны  в  ®,  поскольку   не  содержатся  в  Пересечение 
подгруппами  {Ц,Р},  очевидно,  также  инвариантно  в  @.  Следовательно, 
это  пересечение  (содержащее   {Р})  не  сопряжено  ни  с   {Р},  ни  с 
т.  е.  является  подгруппой  Очевидно, 

где  —  показатель  наименьшей  степени  Ц,  являющейся  степенью  Р. 
Порядок      равен  р""^'^^. 

Рассмотрим  дополнительную  группу  (мы  переходим  к  этой 

группе  от  группы  ©,  положив  РР=^\).  Порядок  группы  іуЦР^}  равен, 
очевидно,  р^.  В  этой  последней  группе  подгруппа  { Р}  /  {Р^}  яв- 
ляется характеристической  подгруппой,  поскольку  содержит  все  элементы 
порядка  р.  Следовательно,  {Ц^^'^,  Р}/{Р^}  инвариантна  в  @/{Р^}. 
Но  тогда  {№^~\Р}  инвариантна  в  (5),  чего  быть  не  может,  так  как 
эта  подгруппа  содержит  {Р}  и  имеет  порядок,  равный  /7'"  +  і.  Мы  при- 
шли к  противоречию;  группы  @  исследуемого  типа  не  существует. 


Исследование  закончено.  Найдено  восемь  типов  групп  с  двумя  клас- 
сами неинвариантных  подгрупп.  Других  типов  таких  групп  не  суще- 
ствует. 


5иК  ЬА  КЕСНЕКСНЕ  ОПАЫТАТІѴЕ  ЕТ  ^^АNТІТАТ^VЕ  О'ОЫ  8У8- 

тЁМЕ  ^Ѣ^^АТI0N8  ^IРРЁНЕNТIЕ^^Е8  ^о^АNт     еоье  імрок- 

ТАNТ  РАМ8  ЬА  РНѴ8іОиЕ  СОЗМІООЕ. 
Раг  Сагі  81бгтег. 
(Іпзіііиіе  оі  Тііеогеіісаі  А5ІгорЬу8ІС8,  ВИпйет,  V.  Акег,  Когѵё§е,) 

1.  Іпігогіисііоп.  Оапз  1а  т@сапі^ие  сѳіезіе  сіаззідие  оп  езі  атепё  а 
ігоиѵег  іе  тоиѵетепі:  сіез  §^гапсІ8  согрз  сёіезіез  зоиз  Гіпііиепсе  йе  1а 
дгаѵііаііоп. 

Сереп(іапі  еп  сев  йегпіёгез  40  аппёез  сі^аиігез  ргоЫётез  сёіезіез  зе 
зопі  ргёзепіёз:  ігоиѵег  1е  тоиѵетепі:  сіез  рагіісиіез  ёІесШзёез  зоиз  Гасііоп 
(Зез  іогсез  та^пёіідиез;  раг  ехетріе,  сіапз  1е  саз  сіез  аигогез  Ьогёаіез,  оп 
а  1е  ргоЫёте  сіе  ігоиѵег  Іез  ігазесЫгез  сіез  согризсиіез  ёіесігідиез  ѵепапі 
йп  зоіеіі  ѵегз  1а  іегге  еі  зе  тоиѵапі:  сІапз  1е  сИатр  та^пёіідие  сІе  сеііе-сі. 
Б'аиіге  рагі,  зі  1е  зоіеіі  езі  та§пё1і^ие,  оп  аига  1е  ргоЫёте  сіе  Ігоиѵег 
Іез  Ігаіесіоігез  сіе  рагіісиіез  зетЫаЫез  зе  тоиѵапі  ёапз  1а  соигоппе 
зоіеіі.  Епііп,  еп  сез  сіегпіёгез  аппёез,  1е  ргоЫёте  дез  аигогез  Ьогёаіез, 
таіз  аѵес  (1'аиіге5  сопзіапіез  еі  сі'аи1:гез  сопсІШопз  іпШаІез,  езі  гесіеѵепа 
асіиеі  (Іапз  1а  Шёогіе  сіез  гауопз  со5ті^ие5;  еп  еііеі,  1а  ріирагі  (іе  сез 
гауопз  гетаг^иаЫе5  зетЫепІ  ёіге  сопзШиёз  раг  йез  ёіесігопз  ои  сіез 
розіігопз  ѵепапі  сіе  іои^ез  іез  (Іігесііопз  сіе  Гезрасе  еі  ауапі  ипе  ёпег^іе 
зиШзапіе  роиг  ігаѵегзег  іоиіе  Гаітозрііёге  іеггезіге  еі  тёте  рёпёігег  рго- 
іопсіётепі:  сіапз  1е  зоі. 

Тоиз  сез  рЬёпотёгіез  сопсіиізепі:  а  сіе  поиѵеаах  ргоЫётез  еп  (ІеЬогз 
йа  сіотаіпе  сіе  1а  тёсапі^ие  сёіезіе  с1а5зі^ие. 

2.  РгоЫёте  !опс1атеп1а1.  Зувіёте  (І^ёциаііопв  гіШёгепііеІІе»  а  іпіё^гег. 
Сотте  1е  сЬатр  та^пёіі^ие  д'ип  аітапі  зе  гарргосЬе  сіе  ріиз  еп 
ріиз  (іе  сеіиі  (1'ип  аітапі:  ёіётепіаіге  ои  сііроіе  а  тезиге  ^ие  1а  сііз- 
іапсе  ^и5^и'а  Гаітапі  аиртепіе,  оп  езі  сопсіиіі  аи  ргоЫёте  іопсіатепіаі 
зиіѵапі: 

Тгоиѵег  Іа  іга]есіоіге  й'ип  согризсиіе  ёіесігідие  йапз  Іе  сНатр  й'ип 
аітапі  ёіётепіаіге. 

Оапз  ипе  Іоп^ие  зёгіе  сіе  тётоігез,  сіериіз  Гаппёе  19041),  і'аі  ігаііё 
се  ргоЫёте  еі:,  іапібі:  раг  сіез  сопзісіёгаііопз  Шёогі^иез,  іапШ  раг  (іез 
сакиіз  питёгідиез,  і'аі  ігоиѵё  ипе  зёгіе  сіе  ргоргіё1:ёз  сіе  сез  ігаіесіоігез, 
ийіез  (Запз  Гарріісаііоп. 


1)  Роиг  ип  арегр  §ёпёга1  ѵоіг:  Сагі  51"'огтег,  ОЬег  (ііе  РгоЫете  йез 
РоІагИсЫез,  Ег§еЬпІ88.е  ёег  козтізсііеп  РЬузік,  Всі.  1>  АкасіетізсЬе  Ѵегіа^з^е- 
зеІІзсЬаіІ,  Ьеіргі^  193Ь 
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Аѵес  (іез  ипііёз  сопѵепаЫез  еі  ип  зузіёте  (Іе  соог(іоппёе5  ОХУ^ 
аѵес  Гогі^іпе  О  сіапз  Гаітапі  ёіётепіаіге  еі  Гахе  сіе  ^  1е  Іоп^  сіе  1'ахе 
(іе  сеіиі-сі,  Іез  ё^иаI;іоп5  (ІШёгепііеІІез  а  ёіисііег  зегопі^) 


О) 


ой  5  езі  Гагс  сіе  1а  Ігаіесіоіге  еі:  ой  г2  =     _|_^2  ^:^, 
Ей  іпігосіиізапі  сіез  соогсіоппёез  зешіроіаігез 

Х  = С05  (р ,        —     5ІП  (р 

оп  ігоиѵе  цпе  сотЬіпаізоп  Іпіё^аЫе  диі  іоигпіі  ипе  іпіё^гаіе  ргетіёге 
аѵес  ипе  сопзіапіе  сі'іпіё^гаі:іоп' у 

еі,  5  ёіапі  Гагс  (1е  1а  1га]есЫге,  оп  а  аиззі  Іа  зесопсіе  іпіё^гаіе  ргешіёге 

АІ0ГЗ  ^  еі:  2г  зегопі  4)  сіоппёз  раг  1е  зузіёте 

І  й?52  —  2  ' 
I  Д(52  "^"  2  ' 


(4) 

ой  сІ^аргёз  (3) 


р  ёіапі  1а  іопсііоп  1 -— (2у/?-1  + /?/'-з)2. 

Ье  зузіёте  (4)  езі  ігёз  ітрогіапі  роиг  1а  (іізсиззіоп  ^иа1ііа1Іѵе  (1е 
Ігазесіоігез,  сотте  ]е  Гаі  сіётопігё  сіапз  ппе  зёгіе  (1е  тётоігез  сіериіз 
1906  ^).  Епсоге  ріиз  пШе  езі  1а  іотте  зпіѵапіе,  ^и'оп  оЬііепІ;  еп  іпіго 
сІшзаоі:  (сіапз  1е  саз  ой  у  езі  пё^аШ  еі  =  —  у^) 


2)  Саг1  Зібгтег,  5иг  Іез  ігаіесіоігез  йез  согривсиіез  ёіесігізёз  (іапз' 
Гезрасе  зоиз  Гасііоп  сіи  та^пёіізте  Іеггезіге  аѵес  аррИсаІіоп  аих  аигогеб  Ъогёа- 
Іез,  АгсЫѵез  сіез  Зсіепсез  РЬузідиез  еі  МаіигеІІез,  Оепёѵе,  1907. 

3)  Саг1  Зібгтег,  8иг  1е  тоиѵетепі  с1'ип  роіпі  таіёгіеі  рогіапі  шіе  сЬаг§е 
(і'ё1есігкііё  зоиз  Гасііоп  сі'ип  аітапі  ёіётепіаіге.  Ѵісіеп5каЬз-8е1зкаЬе1;5  ЗкгШег, 
Маііі.  Ыаіигѵ.  Кіаззе,  1904,  N0  3,  Озіо. 

4)  Ѵоіг  2). 

5)  С  а  Г 1  5  I  о  г  т  е  г,  Оп  Ше  ігаіесіогіез  о{  еіесігіс  согризсіез  іп  зрасе  ипйег 
ІЬе  іпИиепсе  оі  іеггезігіаі  та^пеіізт  аррИесІ  Іо  аигога  Ьогеаііз  ап(і  1о  та^пеііс 
сІізІигЬапсез,  АгсЫѵ  {ог  МаіЬетаІік  о§  NаіигѵісІепзкаЬ,  1.  XXVIII,  N0  2,  Озіо  1906. 
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Еп  еііеі,  оп  аггіѵе  аіогз     аи  зузіёте 

і  ^     1  ^ 

аѵес 

ой  пот  аѵоп5  розе 


Оап5  Іе  саз  ^  =  0  еі  у>0  оп  оЬііепі  сіез  зузіётез  апаіо^иез. 

И  іа\іі  ааззі  тепііоппег  ип  зузіёте  Ігапзіогтё,  ехігётетепі  иіііе  роиг 
Гіпіё^гаііоп  питёщие  сіез  ёдиаііопз  6\і  тоиѵетепі.  Еп  ейеі,  еп  розапі 

=  е'^  соз       г  — -  е"  зіп ).,    сІ8  =  е-^(іа 

оп  ігоиѵе 

(  ^  — 1  ^ 

^  =  ^-"+2усоз-П/ 

8'і1  з'а^И  (іе  саісиіег  ипе  ігаіесіоіге  ѵепапі  йе  Гіпііпі,  оп  аига  епііп  сіез 
ё^иаііопз  Ігапзіогшёез  соггезропйапіез  еп  розапі 

/?  — -       с—  __1 

Ноиз  пе  Іез  ёсгігопз  раз,  таіз  гепѵеггопз  1е  Іесіеаг  аих  тётоігез  еп 
диезііоп  ^). 


(7) 


ои 


б)Саг1  81бгтег,  8иг  1е  тоиѵетепі  йез  согризсиіез']  ёіесігідиез  сіапз  Іе 
сЬатр  (і'ип  аітапі  ёіётепіаіге  еі  1а  іогте  сіе  Іеиг  1га]ес1о1ге  а  Іеиг  апіѵёе  а 
Гаітапі,  Агсіііѵез  сіез  Зсіепсез  Р11у5І^ие8  е1  Маіигеііез,  Оепёѵе  1913. 

'^)Саг1  Зібгтег,  Іпіё^гаііоп  й'ип  зузіёте  (1'ё^иа1іоп5  (ІШёгепііеІІез  ^и'оп 
гепсопіге  йапз  Гёіисіе  с1'ип  ргоЫёте  созтідие,  Сотріез  Кепсіиз  Рагіз,  1.  162, 
р.  829. 

8)Саг1  Зібгтег,  Оп  Іііе  Ігаіесіогіез  оі  еіесігіс  рагіісіез  ш  ІЬе  {іеШ  о{ 
а  та§пе1іс  сііроіе  \ѵі11і  аррИсаІіопз  1о  Ше  іЬеогу  оі  созтіс  га(1іаііоп,  ііШ  сот- 
типісаііоп,  АзІгорЬузіса  Nо^ѵе§іса,  ѵоі.  II,  Озіо  1936. 
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3.  Ві8си88Іоп  циаіііаііѵе  сіез  іга]ес<:оіге8.  Ойапб  І1  8'а§ч*{  (іе  Іаіге 
ипе  ёіисіе  диаіііаііѵе  (Зез  ігаіесіоігез,  Іез  ё^иа1іоп5  (2)  еі  1е  зузіёте  (5),  (6) 
5оп(  с1'ипе  ітрогіапсе  сарііаіе.  Еп  гетаг^иап1  ^ие 


ой  6  езі  Гап^іе  епіге  1а  Іап^епіе  еі  1е  ріап  тёгісііеп  раззапі  раг  Гахе 
та^пёіідие,  Гё^иаііоп  (2)  реиі  з'ёсп'ге 

Сотте  зіп  Ѳ  езі  сотргіз  сіапз  Гіпіегѵаііе  — 1  й  1,  Іа  Іопсііоп 

пе  реиі  поп  ріиз  зогііг  сіе  сеі  іпіегѵаііе,  се  ^т  с1ё!Іпіі,  роиг  сЬа^ие 
ѵаіеиг  йе  1а  сопзіапіе.у,  ип  ^зрасе  сіёіепсіи,  ой  1а  іга]*есіоіге  пе  реиі 
раззег.  Ноиз  пе  тепі:іоппегоп5  раз  ісі  сіе  потЬгеизез  сопзёдиепсез  ^ие 
І'аі  іігёез  сіе  сеііе  гетагдие  роиг  1а  Гпёогіе  сіез  аіігогез  Ьогёаіез  9).  Аиззі 
роиг  Іез  гауопз  созті^иез  сіез  сопзёдиепсез  апаіо^иез  опі  ёіё  іігёез  раг 
(Ііѵегз  рііузісіепз  еі  раг  тоІ-тёте 

риапі  аи  зузіёте  (5),  (6),"  ѵоііа  соттеп^  И  реиі-ёіге  иііИзё  ^і). 

ІпіегргёЬпз  еі  сотте  Іез  соогсіоппёез  сагіёзіеппез  сі'ип  роіпі 
таіёгіеі  р  сІе  таззе  1  сіапз  ип  ріап  еі:  т  сотте  1е  іетрз.  Аіогз  (5),  (6) 
80ПІ  Іез  ёдиаііопз  йе  тоиѵетепі:  сІи  роіпі  р  зоиз  Гасііоп  с1'ипе  !огсе 

сіёрепсіапі:  сіе  1а  іопсііоп  сіе  Іогсе  ~  О.  А  сЬа^ие  тотепі  1а  ѵііеззе  сіи 

роіпі  р  зега  {и^  -\-  ѵ^уі^,  с'е5І-а~с1іге  ё^аіе  ^  ѵ  а.  Гіпііпі  еі  зиг  Іа  соигЬе 

еі  к  гёго  зиг  1а  соигЬе 

-  ѵ\ 

Оп  зе  іогте  аиззіібі:  ипе  ісіёе  Ігёз  пеііе  бе  1а  іогте  (іез  ^гаіесЫгез  еп 
(іёзіппапі  ипе  зёгіе  (1е  Іі^пез  йе  піѵеаи  11=  а,  а  ауапі  ипе  зёгіе  с!е 
ѵаіеигз  ёдиісіізіапіез;  еп  ейеі,  1а  !огсе  а^іззапі  зиг  1е  роіпі  р  езі:  аіогз 
1ои]*оигз  Шгідёе  ѵегз  Іез  а  сгоіззапіез,  е1:  езі  погтаіе  аих  іі^пез  сіе 
піѵеаи  еі  зепзіЫетепі  іпѵегзетепі  ргорогііоппеііе  а  1а  1аг§-еиг  сіе  1а  Іа- 
теііе  зі1:иёе  епіге  сіеих  1і§^пез  сіе  піѵеаи  зиссеззіѵез;  еііе  езі:  пиііе  аи  роіпі 
/^^  =  2,  2-1  =  0  еі  зиг  1а  іі^пе  Щ^^іг]. 

Оп  оЬііепі  аиззі  ипе  ісіёе  ігёз  іпіиіііѵе  сіе  сез  соигЬез  іпіё^^гаіез  еп  Іез 
сотрагапі  аих  ігаіесЫгез  с1'ипе  Ьоиіе  гоиіапі  зиг  ип  іеггаіп  ой  Іез  Іі^а-пез 
сіе  піѵеаи  гергёзепіепі  Іез  сбіез  ^ёо^гар11і^ие8,   сіе  тапіёге  ^ие  1а  1і§^пе 


9)  Ѵ0ІГ2). 

10)  в.  к  о  3  8  і,  Науопз  со5ті^иез,  Асіиаіііёз  8сіепіііі^иез  е1  іпсіизігіеііез  248, 
Ехрозёз  сіе  РЬу5{^ие  а1оті^ие  ехрёгітепіаіе,  риЫіё  зоиз  1а  сіігесііоп  сіе  М.  Маи- 
гісе  (1е  Вго§Ие,  Рагіз  1935;  Сагі  8  і  б  г  т  е  г,  Оп  ІЬе  Ігаіесіогіез  еіс.  1— 5Ш 
соттипісаііоп,  Ііпіѵегзііу  ОЬзегѵаІогу,  Озіо,  РиЫісаІіоп  Ко  10  е1  12,  е1  Азіго- 
рЬузіса  Когѵе^іса,  ѵоі.  I  е1  II. 

И)  Ѵоіг  6). 
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и=:0  гергёзепіе  1е  іопсі  (1'ипе  ѵаііёе  еі  1е  роіпі  (2,  0)  1е  роіпі  сиітіпапі: 
сі'ип  (Іёіііё  геііапі  сеііе  ѵаііёе  а  1а  Іегге  Ьаззе  8'ё1епсіап1  ѵегз  Гіпііпі  а  1а 
(ігоііе  6и  (1ё!і1ё.  Ь'апаІо§іе  п'ез!  раз  рагіаііе,  таіз  еііе  езі  Ігёз  иіііе  аи 
роіпі  (1е  ѵие  сІе  Гіпішііоп. 

Сотше  ехетріе  Ьіеп  іпзігисШ  поиз  гергойиізопз  зиг  1а  іщ,  1  се 
сЬатр  сіе  іогсе  0  =  а  еп  Іі^пез  роіпііІІёез  аѵес  іІёсЬез  сіапз  1а  (іігесііоп 
(1е  1а  іогсе. 

Ьез  соигЬез  іпіё^гаіез,  сЬасипе  іоигпіе  аѵес  Іа  ѵаіеиг  соггезропсіапіе 
сіе  1а  сопзіапіе  у^,  гергёзеп+епі  аіогз  Іез  ігаіесіоігез  с1'ип  роіпі  ^йі  езі 
Іапсё  сіе  Гогі^іпе  а  ^аисЬе  (Гаітапі  ёіётепіаіге)  сіапз  1а  сіігесііоп  сіез  г 
розіШз  аѵес  ипе  ѵііеззе 


ІІпе  сіізсиззіоп  (1е  сез  соигЬез  іпіё^гаіез  зе  ігоиѵе  сіапз  ип  Ігаѵаіі  ^ие 
І'аі  риЫіё  еп  1931  і^).  Ьез  соигЬез  опі:  ёіё  саісиіёез  раг  іпіё^гаііоп 
питёгщие. 

4.  Саісиі  питёгіцие  (Зез  іга]ес1:оіге8.  Сез  сіізсиззіопз  іЬёогідиез  п'аи- 
гаіепі:  ^ие  реи  с!е  ѵаіеиг  роиг  Іез  арріісаііопз  аих   ргоЫётез  созтідиез 
зі  еііез  пе  роиѵаіепі  ёіге  сотріёіёез  раг  сіез  саісиіз  Ігёз  сІёІаіИёз 
^гапб  потЬге  сіе  ігаіесіоігез. 

Огасе  а  ипе  тёіЬосіе  (ІЧпіё^гаііоп  питёп^ие  сіез  ёдиаііопз  Шйёгеп- 
ИеІІез  іпѵепіёе  роиг  1е  Ьиі  і^),  тез  аззізіапіз  еі  тоі  аѵопз  репсіапі  сІез 
аппёез  саісиіё  йез  сепіаіпез  сіе  ігаіесіоігез  (Зе  іоиіез  зогіез. 

О'аЬогс},  (Іериіз  1904  а  1919,  ріиз  сІе  5  000  Ьеигез  сіе  Ігаѵаіі  {игепі 
сопзасгёез  а  се  ІгаѵаіІ,  е1  сіериіз  1930,  Іез  саісиіз  оп!  ёіё  гергіз  аѵес  ип 
Ігаѵаіі  Ьеаисоир  ріиз  сопзісіёгаЫе  ^ие  сеіиі  сіез  аппёез  1904—1910.  Ьез 
гезоигсез  рёсипіаігез  опі  ёіё  іоигаіез  раг  (Іез  іопсЗаІіопз  зсіепШідиез  погѵё- 
^іеппез. 

Зигіоиі:  (іапз  1а  Шёогіе  дез  гауопз  созтідиез  зі  тузіёгіеих,  І1  езі  а 
езрёгег  ^ие  сез  саісиіз  сіоппегопі;  еп!іп  1а  зоіиііоп  (1'ипе  зёгіе  сі'ёпіртез 
поп  епсоге  гёзоіиез.  Роиг  Іез  й€ЫіЫ  поиз  гепѵоуопз  аих  тётоігез 
зрёсіаих  і^). 


12)  Саг  1  Зібгтег,  Но\ѵ  ІЬе  Ьог8е-8Ііое-!огте(1  аигогаі  сиг+а'пз  сап  Ье 
ехріаіпесі  Ьу  Ше  согризсиіаг  Шеогу,  Теггезігіаі  Ма^пеіізт  апсі  Аітоорпегіс  Еіес- 
Ігісііу,  АѴаоЬіп^Іоп  1931. 

Щ  Ѵоіг  2).  Ма  тёШосіе  езі  асіаріёе  аих  ё^иа1іоп5  сіе  зесопсі  огсіге.  іе  пе 
заѵаіз  раз  а  се  тотеп1-1а  (1907)  ди'ипе  тёІЬосІе  зетЫаЫе  ёіаіі  (ісѵеіоррее 
раг  М.  А(Іатз  роиг  сІез  ё^иаііоп5  (Зе  ргетіег  огсіге.  Ѵоіг  аиззі:  Е.  3.  N  у  з  1  г  о  т, 
ІіеЬег  (Ііе  питегізсЬе  Іп1е§га1іоп  ѵоп  Оійеіепііа1аіеісЬип§еп,  Асіа  Зосіеіаііз 
Реппісае,  і.  I,  N0  13,  р.  35,  е1  Егпзі  Ь  і  п  (1  е  і  6  1,  Кетагдиез  зиг  і'іпіё§га1іоп 
питёгі^ие  (Іез  ёдиаііопз  (ЗіНёгепііеІІез  огсііпаігез,,  іЬі±,  Коѵа  Зегіез,  1.  И,  N0  13, 
НеІ8іп§{огз,  1938. 

14)  Ѵоіг  10). 
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$иК  ^NЕ  0ЁNЁКА^!5АТЮN  ВЕ  ЬА  С0N5ТАNТЕ  О^ЕСЬЕК. 

Раг  Сагі  Зібгтег. 
(Іпзіііиіе  о{  Тііеогеіісаі  Азігорііузісз,  ВИпсІегп,  V.  Акег,  Nо^ѵё§е,) 
1.  ВёІіпіЧіоп  (Іе  1а  Іопсііоп  О.  Сотте  оп  Іе  заіі,  Іа  сопзіапіе  у  с1'Еіі1ег 

у  =  1іт  ГіЧ-4+4-  +  ...+;^  -іп/г]=0,577... 

Зоие  ип  гбіе  іопсІатепЫ  (5ап5  ріивіеигз  рагііез  сіез  таШёта1і^ие8  зирё- 
гіеагез.  Еп  1899  ]е  те  зиіз  оссирё  сі'ипе  ёіисіе  зиг  ипе  ^ёпёгаіізаііоп 
(іе  1а  іопсііоп  Сатта,  таіз  ауапі  арргіз  ^ие  (іе  рагеіИез  !опсіюпз  аѵаіепі: 
с!ё]а  ёіё  ёіиШёез  раг  Неіпе,  ]е  п'еп  аі  гіеп  риЫіё. 

Серепсіапі,  аих  соигз  сіе  сез  гесЬегсЬез  ]е  іиз  атепё  а  ипе  ^ёпёга- 
ІІзаІіоп  паіигеііе  сіе  1а  сопзіапіе  с1'ЕиІег,  ^ѵ^і  зега  реиі-ёіге  (1'ип  сегіаіп 
іпіёгёі  е1  ^ие  ]'е  п'аі  раз  ѵи  поп  ріиз  йапз  Іа  ІШёгаІиге.  Ѵоісі  еп  яиоі 
еІІе  сопзізіе. 

Зоіепі:,  сотте  сіапз  Іа  Шёогіе  йез  іопсііопз  е^Іір1і^ие5^  (о^  е1  (Од  сіеих 
потЬгез  сіопі  Іе  гаррогі 

езі  сотріехе  аѵес  1а  рагііе  іта§;іпаіге  розіііѵе,  еі  зоІІ 

1^„=  7  сі?  -  +  -  сіг  -  +  . .  .  +  7  сі^  -  -  1п  ( -  5Ш  - )  . 

Роиг  Іо^агііііте  паіигеі  Іп^-^зіп  —  ^  оп  сЬоізіі  Іа  сіёіегтіпаііоп,  ^иі 
езі  гёеііе  диапсі  ^  зіп  ^   езі  гёеі  е1  розіШ,,  се   ^иі   аига   Ііеи  ^иап(і 

^  езі  ригетепі  іта^іпаіге  еі  розіііі. 

Зиррозопз  ^ие  п  Іепсіе  ѵегз  Гіпііпі  т  ёіапі;  ііхе.  з'арргосЬега  аіогз, 
сотте  поиз  аііопз  1е  ѵоіг,  й'ипе  Іітііе  ^иі  зега  ипе  іопсііоп  сіе  г  е1  ^ие 
поиз  сіёзі^пегопз  раг  /)(т)  ои  раг  Л((Оі,  (Од)  зі  Гоп  ѵеиі  ргёсізег  Іез 
сопзіапіез  (о^  е1  0)2.  Оп  аига  сіопс 

/)(т)  =  /)((Оі,  0)2)=  Ііт  Ѵ^, 
Сотте  роиг  к  еі  п  ііхез 

Ііт   і  —  сі^—)  =  ~  ,       Игл  1п (  —  зіп  —  )  =  1п /г 
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оп  а  ига 
Оопс 

Ііт  [    Ит  І/^]=у. 

л  -»  со     I  т  I  -»ос 

Моиз  аііопз  ѵоіг  р1и$  Іагсі  дие  Іез  орзгаііопз  реиѵепі  ёіге  регшиіёез,  (Зе 
тапіёге  ^ие  Гоп  г\\.  аиззі 

Ііт  [  Ит        ]  Т, 

і  т_^|  — >  Со    П  -^ССі 
I  т  I  -»  00 

2.  Ехргеззіоп  сіе  О  сотте  Іопсііоп  гіе  т.  8ёгіе  йе  ЬатЬегі,    Еп  розапі 


оп  аига 


еі 


Оопс 


І„  {^  зіП^)  ІП  (1  -  ІП 


Соште  т  а  за  рагИе  ригетепі:  іта^іпаіге  розіИѵе,   1а  райіе  гёеііе  сіе 
2тс/:" 

—  ^  зега  пё^аііѵе,  сіопс  |^|<^1.  Ьа  зёгіе  епіге  рагепШёзез  зега  сіопс 
сопѵег§^епіе  роиг  л  -^оо,  еі  Іа  Итйе  сіе        ехізіе,  с'ез1-а-с1іге 
^  ,  ,       ,   2тс/  ,  2тс/  /    е      ,      $2       ,  ■  \ 

ой  1а  зёгіе  епіге  рагепШёзез  езі:  1а  сёІёЬге  зёгіе  (іе  ЬатЬей. 

Сейе  зёгіе  а,  сотте  оп  Іе  заіі,  ипе  Іоиіе  сіе  ргоргіёіёз  гетаг^иаЫе5. 
ЕИе  а  й'ипе  рагі  сіез  апаіо^іез  аѵес  (іез  зёгіез  ди'оп  гепсопіге  йапз  1а 
ІЬёогіе  сІез  іопсііопз  еИір1:і^ие5,  еі:  сі'аи1:ге  рагі  еііе  езі  іш  саз  зрёсіаі  сіез 
ІопсИопз  сіе  Неіпе  ^);  раг  ехетріе,  Іез  іопсііопз  (1е  Неіпе 

^.(1, 1,  2,    г,)^=г^  +  г^,  +  ^^^,+  . . . 

е1 
ой 


1)  Е.  Н  е  і  п  е,  ТИеогіе  йег  Ки§еИипк1іопеп  I,  рр.  97 — 125,  О.  Кеітег,  Вег- 
ІІП  1878. 
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86  гёсіиізепі  а  Іа  зёгіе  (1е  ЬатЬей  роиг  (іез  ѵаіеигз  рагіісиііёгез  (1е8  ѵагіа- 

Ьіез  X  еі 

3.  итііе  (Іе  />,  циапгі  |х|  іепй  Гіп!іпі.  Роиг  Ігоиѵег  сеііе  Іітііе,  оп  реиі 
арр1і^ие^  ипе  іогтиіе  сіе  Меіііп  ^),  ^ёпёгаіізапі  ип  гёзиііаі  сіе  ЗсЫбтіІсІі. 
Еп  еіМ,  Меіііп  а  ігоиѵё  Іа  {оггаіііе 

00  1 

•  [ф(^)  +  іп^]д^-'  + 

^  Г  (_  ѵ)  С  (— V,  1  Г«  +  ''о° 


ои 


еі  ои 


Оап5  поіге  саз  сІопс  ф  (-о/)  =  —  у  еі 

еі  зі  Гоп  ^етаг^ие  аѵес  МеШп,  <\т  !^(0)  =  — -і  еі  ^ие  Гоп  а,  зі  ѵ  езі 
ип  епйег  розіііі, 

С(-™2ѵ)  =  0,  С(1-2ѵ):=(-іг|, 
ой        езі  1е  ѵ^"^^  потЬге  ВешоиШеп,  с'ез1:-а-с1іге 

^1^6"'    ^2  =  30  '     -^з  ==42  '  •  •  • ' 

оп  ігоиѵе  (МеІІіп): 

^    2  ],.2       4  1.2.3.4  2я  1.2.37Г72л~^^2,г+і' 

ой 

4-  іоо 


в]  X       в]  ВІ  х^п~і 


.     па  -\-  ісю 
^  а  —  ісо 


аѵес 

-—2п—\<Са<С  —  2п. 
Еп  розапі  ісі  х  =        оп  еп  сіёсіиіі 


1  2ш      В\    (2гі/7)2        ВІ  (2:г//т)4 
^('^)  =  У+  -4  —  —  у      іТ2~  -    4"  1.2.3-4  • 

ВІ    {2шІх)2п  1   Г«  +  ^-^  /2ігА-^+^ 


2п  1.2-3... 2/г  '  2тс/ 


1   Г«  +  ^^  /2ігА-^+» 


2^  Н].  М  е  11  і  п,  ІіеЬег  еіпе   Ѵега11§етеІпегип§  сіег  КіетапзсЬеп  Рішкііоп 


ѵегаіі§е 

Асіа  Зосіеі.  Зсіепі.  Реппісае,  і.  XXIV  (1899),  №  10. 
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ой  — 2п — 1<<а<<  —  2п  ^\  ой  і1  іші  сЬоізіг  1а  (^ііегтіпаііоп  (1е 
^27г/^-^+і^  (іе  тапіёге  дие  Іа  іогтиіе  зоИ  ѵгаіе  (ѵоіг  1е  шётоіге  сіе 
МеШп). 

Риі8^ие  1е  гезіе,  сотте  Га  іаіі  гетаг^иег  МеПіп,  Іеікі  ѵегз  гёго  ріив 
ѵііе  дие  і^^у^'^^ ^  оп  аига  ісі  ипе  Іогтиіе  а5утріо1і^ие  роиг  1а  іопс- 
Ііоп  Л(т).Еп  рагіісиііег 

ііт  0(т)=-у, 

С.  ^.  {.  сі. 

4.  8иг  ипе  ^опсііоп  8е  гёсіиізапі  к  />(-:)  йап8  ип  саз  рагіісиііег. 
Оапз  тез  апсіеппез  гесЬегсЬез,  1а  {опсііоп  0(т)  €Ыі  ип  саз  рагіісиііег  с!е 
Гехргеззіоп  Іітйе 

Ііт  и^, 

п-^  со 

ой 

иг..=  7  сі^  ^  ^  +  т/*^  Т  ( ^  +     +  7      т  (2  +     +  . . . 

ехргеззіоп  ^иІ  зе  тМті  а  К^,  зі  х=1.  Оп  апга  аіогз 

Дш^  1п  -  »  ~  (X  -  1 )  +  т  (іЗГ^  +  ^І^^ 

ой 

^  =  е     -  . 

Ьа  іогтиіе  сіе  МеІІіп  арр1і^иёе  й  сеііе  ехргеззіоп  Ыі  ѵо*г  ^ие  зі 
|т|— >оо  оп  аига  сотте  Іітііе  1а  ^опсііоп  — ^  (х);  сіопс  роиг  х=\,  1а 
сопзіапіе  у,  сотте  аирагаѵапі. 

Сеііе  іопсііоп  Іітііе  Ііт         зега  реиі-ёіге  1а  §^ёпёга1І5аііоп   1а  ріиз 

«  -»  оо 

паіигеііе  йе  1а  іопсііоп  раг  іпіё^^гаііоп  оп  еп  сіёсіиіі  ипе  ^ёпёгаііза- 

(іоп  соггезропйапіе  сіе  1а  іопсііоп  Оатта.  Сотте  сез  гесЬегсЬез  п'опі 
серепсіапі  ^и'ип  іпіёгёі  Ьізіогі^ие,  поиз  Іез  отейгопз  ісі. 

Кетаг^иопз  епііп  ^и'оп  аггіѵе  а  сІез  гёзииаіз  ігёз  іпіёгеззапіз  зі  Гоп 
арр1і^ие,  сіапз  Гіп1:ёрт1е  сіе  МеИіп,  Гёдиаііоп  іопсііопеііе  Ьіеп  соппие  (1е 
1а  іопсііоп  2ёіа  еі  ^и'оп  ігапзіогте  Гіпіёртіе  еп  іп{:го(ЗиІ5апі  сіез  поиѵеі- 
Іез  ѵагіаЫез  е1  еп  тосіШапі  1е  сопіоиг  сІ'іп1ё^гаііоп.  Ноиз  геѵіепсігопз 
реиі-ёіге  а  сеііе  гесІіегсЬе'  сіапз  ип  тётоіге  иііёгіеиг. 
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